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0ГЛАВЛЕН1Е 

ОТДЪЛЪ I 

Приложвн1е начальной Алгебры къ р1ьихгн\ю опред1ь'^ 
ленныхъ геомвтричеекихъ вопроеовъ. 

А. Првдметъ Аналитической ГеометрЫ. Прим-Ьры на р%шен}е геометричеснихъ 
вопросов> помощью Алгебры. Однородность и построен1е формулъ. 

§§ СТРАН. 

1. Предметъ Аналитической геометрш. Выражение протяжвн1й 
числами 1 

2. Геометрическое значвн1е отрицатель ныхъ лин1й 2 

3. 4. Р'Ьшен1в опред'Ьленныхъ геометрическихъ вопроеовъ по- 
мощью Алгебры. Прим-^ры 3 

5. 6. 7. Однородность уравнен1й, выведенныхъ изъ услов1й 
геометрическихъ вопроеовъ, и функщй, выражающихъ про- 
тяжвн1я. Случай, когда одна изъ лин1й, находящихся въ вы- 
раженш функщй, взята за единицу. Построен1е ращональ- 
ныхъ алгебраическихъ формулъ И 

8. 9. Построете корней, которыхъ показатели суть степени 

числа 2. Построен1е корней по л наго уравнвн1я 2-й степени .26 

В. О проекфяхъ. 

1 0. Проекщи точки и проекцш длины прямой л инш на данной оси . 35 

11. Свойство суммы проекщй на одной оси сторонъ сомкнутаго 
многоугольника. Выражен1е квадрата одной стороны сомкну- 
таго многоугольника поередствомъ прочихъ сторонъ и угловъ, 
между ними заключающихся. Углы, составленные одною 
стороною съ прочими. Сл-Ьдствхя: а) выражеше дхагонали 
параллелепипеда, косоугольнаго в прямоугольнаго; б)выраже- 
н1е длины прямой поередствомъ ея проекц1й на трехъ взаимно- 
перпендикулярныхъ осяхъ и косинусы угловъ, составляе- 
мыхъ ею съ осями. Услов1е, связывающее эти косинусы . . 37 

12. 13. Проекщя на плоскости точки, линш и площади .... 41 
14. Сумма проекщй на данной плоскости граней со всЬхъ сто- 

Еонъ ограниченнаго многогранника 44 
ыражен1е проектируемой площади поередствомъ проекщй 
ея на трехъ взаимно-перпендикулярныхъ плоскостяхъ ... 46 

ОТДЪЛЪ II 

Прнложвн1е Анализа къ изеп'Ьдован1ю геометры- 
чеекнхъ м1ьетъ на плоскости. 

А. Общ1я П0НЯТ1Я о геометрическихъ м-Ьстахъ вообще. 

16. 17. Геометричесшя протяжешя, раасматриваемыя какъ м-Ьста 
точекъ, им-Ьющихъ отличительныя свойства. Опред-Ьявше 
протяжев1я по точкамъ. Поверхности и лин1И. Разд'Ьленхе 
лин1й на ПЛ0СК1Я и нвплоск1я 47 
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В. Опред%лен1е положен1я точки на плоскости. Уравием1е прямой линм. 
Задачи на прямую лин1Ю и точку. 

18. 19. Прямолинейныя координаты точки на плоскости .... 51 

20. Разстоянхе между двумя точками 54 

21. Выражен1в площади многоугольника помощью координатъ 

его вершинъ 55 

22. 23. 24. Уравнеше прямой лиши. Доказательство, что вся- 
кое уравнен1е первой степени съ двумя перем-Ьиными, при- 
нимаемыми за прямолинейныя координаты, принадлежитъ 
прямой. Построеше прямой по данному ея уравнешю ... 56 

25. Задачи: I. ПересЬчеше двухъ прямыхъ и услов1в параллель- 
ности. Услов1в, что три прямыя пересекаются въ одной точкъ. 
Прим'Ьръ. II. Уравнен1е прямой, проведенной чрезъ дв'Ь дан- 
ныя точки. III. Уравнеше прямой, проведенной чрезъ дан- 
ную точку параллельно данной прямой. IV. Уголъ между 
двумя прямыми и услов1е перпендикулярности. У. Уравнея1е 
прямой, проведенной чрезъ данную точку перпендикулярно 

къ данной прямой. У*1. Разстоянхе точки отъ прямой .... 63 

26. Парам етръ линейной функщи координатъ. Геометрическая 
м-Ьста, выражаемый линейными неравенствами 74 

27. КратчайШ1я и трилинейныя координаты. Однородныя коор- 
динаты 78 

28. Приложеше кратчайшихъ и трилинейныхъ координатъ къ 
доказательству предложенШ, относящихся къ пересъкаю- 
щимъ . . ■ 82 

С. Перем'Ьна координатъ. 

29. 1) Перем-Ьна начала координатъ. 2) Перем-Ьна направленШ 
координатпыхъ осей при томъ же начал-Ь. 3) Перем-Ьна на- 
чала и направлен1я координатныхъ осей 93 

О. О плоскихъ литяхъ вообще. Лтш второго порядка. 

30. 31. Разд-Ьленхе лиши на алгебраическая и трансцендентяыя, 
и алгебраическихъ на порядки. Общ1й видъ уравнешя алге- 
браической лиши. Наибольшее число точекъ, необходимыхъ 

для опр6д'Ьлен1я алгебраической лин1и 99 

32. 33. Число точекъ пересЬченхя двухъ алгебраическихъ лиши. 
Случай, когда есть зависимость между точками, опред-Ьдяю- 

щими алгебраическую лишю 104 

34-. 35. Случаи, въ которыхъ уравнен1е ничего не представляетъ, 
или представляетъ н-Ьсколько лиши, принадлежащихъ къ 
порядкамъ ниже степени уравнвн1я. Гексаграммъ Паскаля . 107 
36. Центры, Д1амвтры, главные Д1аметры (оси) и вершины ... 111 
37., Видъ уравнешя кривой, когда начало координатъ въ центр-Ь . 112 

38. Оты<5каше центра лин1и 2-го порядка и аналитическ1я усло- 
В1Я для кривой, им-Ьющей центръ, и для кривой, его не им-Ью- 

щей. Случай безчисленнаго множества центровъ 113 

39. 40. 41. 42. 43. 44. 45. Упрощен1е общаго уравнен1я лин1й 
2-го порядка, им-Ьющихъ центръ, уничтожешемъ члена, со- 
держащаго произведенхе двухъ координатъ. Два вида кри- 
выхъ этого рода: эллипеъ и гиперббла. Случаи, когда уравне- 
н1е ничего не выражаетъ, или принадлежитъ одной точк-Ь, или 
двумъ прямымъ. Условия между коэффиц1внтами членовъ вто- 
рой степени, относящхяся къ эллипсу и гипербол-Ь. Построе- 

Н1е по точкамъ п очвртан1е этихъ кривыхъ. Примеры ... 118 
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46. 47. Упрощен1е уравнения лин1и второго порядка, не им*Ью- 
и\ей центра, уничтожен1емъ членовъ, содержащихъ ординату 
въ первой степени, и постояннаго члена. Доказательство, 
что всЬ лин1и 2-го порядка, не им'Ьющзя центра, суть одного 
рода, — параболы. Построен1е по точкамъ и очертан1е пара- 
болы 134 

48. 49. 50. 51. 52. Общ1й видъ урарненля лиши второго порядка 
при начал-Ь координатъ въ вершин-Ь и при оси абсциссъ, 
193ЯТОЙ по направлению главной оси кривой. Параметры. 
Фокусы. Рад1усы-векторы и директрисы. Свойства рад1усовъ- 
векторовъ въ каждой лин1и 2-го порядка. Способы черчен1я, 
основанные на этихъ свойствахъ 140 

53. 54. 55. Д1аметры, сопряженный хорды, сопряженные дхаметры. 
Эллипсъ и гипербола им-Ьютъ безчисленное множество со- 
пряжен еыхъ Д1аметровъ. Построеше дтаметровъ, состав ляю- 
щихъ данный уголъ ' 157 

56. 57. Уравнеше эллипса и гиперболы, отнесенныхъ къхопря- 
женнымъ, косоугольнымъ д1аметрамъ. Свойства сопряжён- 
ныхъ д1аметровъ зтихъ кривыхъ. Построенхе осей эллипса 
по данной систем'Ь косоугольныхъ сопряженныхъ д]аметровъ . 164 

58. 59. Дхаметры параболы 169 

Б. О касательныхъ вообще. Касательныя къ лин1ямъ 2-го порядка. 

60. 61. 62. Уравнен1е касательной и нормали къ линш второго 
порядка. Выражен1е подкасательной, поднормали, длины ка- 
сательной й длины нормали 171 

€3. Дйфференц1альный иараметръ. Разстояше отъ касательйой 
точки, смежной съ точкою касаа1я. Сторона выпуклости или 
вогнутости кривой 180 

64. 65. 66. Свойство угловъ, составленныхъ касательными къ 
лин1ямъ второго порядка съ рад1усами-векторами, проведен- 
ными въ точку касан1я. Построение касательной къ каждой 
кривой особенно: а) по данной точк-Ь на кривой, Ъ) по дан- 
ной точк-Ь вн1\ кривой и с) параллельно данной прямой . . 184 

•67, 68. 69. Уравнен1е касательной, проведенной чрезъ вн-Ьшйтою 
точку. Поляра. Свойства поляры и полюса. Способы прове- 
дения касательаой, основанные на этихъ свойствахъ 192 

70. Различный положенхя касательной для каждой изъ лин1й 
2-го порядка. Случай, когда точка прикосновения безконечно 
удалена отъ начала координатъ. Ассиматоты гиперболы, 

какъ пред-^^лы касательныхъ 198 

71. 72. Уравнен1е гиперболы, отнесенное къ ассимптотамъ. Свой- 
ства отр-ЬзкоБъ пересЬкающей, заключающихся между гипер- 
болою и ея ассимптотами. Приложен1е этого свойства къ про- 
ведвн1ю касательной къ гиаербол'Ь и къ постросп1ю самой 
кривой по точкамъ 201 

73. Свойство параллелограмма, иостроеннаго на сопряженныхъ 
д1аметрахъ гиперболы. Построен1е осей гиперболы по дан- 
нымъ ассимптотамъ и одной точк-Ь гиперболы. Построен1е 
ассимптотъ и осей гиперболы по даннымъ сопряженнымъ 
д1аметрамъ > 204 

Р. Уравнежя лин1й 2-го порядна въ кратчайшихъ и трилинейныхъ 
координатахъ. 

74. 75. Общее уравненге линш 2-го порядка въ кратчайшихъ 
координатахъ. Уравнен1е лиши 2-го порядка въ однород- 
ныхъобыкновенныхъ координатахъ. Уравненге въ трилиней- 
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ныхъ координатахъ. Уравненхе касательной въ однородныхъ, 

обыкновенныхъ и трилинейныхъ координатахъ 20^ 

76. 77. Теорема Папа, Прост-Ьйшее уравнеше динш 2-го порядка 
въ трилинейныхъ координатахъ. Свойство гомографическихъ 
пучковъ. Теоремы Паскаля и Маклорена * . . . 210 

78. Теорема Брханшона 214 

79. 80, Приложен1в прост^йшаго уравнвн1я лйН1И 2 го порядка 
въ трилинейныхъ координатахъ къ доказательству н-Ькото- 
рыхъ свойствъ этихъ лин1й 21^ 

Сг. Обвертываю1Ц1я лин1И. Тангенц{альныя координаты. 

81. Выводъ уравнешя обвертки по данному уравненш обверты- 
ваемой ЛИН1И и по условш, которому должны удовлетворять па- 
раметры. Тангенцхальныя координаты. Уравнеше точки въ 
тангенц1альныхъ координатахъ. Разд-^ленхе линШ на классы. 
Доказательство, что линш 2-го класса суть лин1и 2-го по- 
рядка , 220 

82. 83. Обвертка поляры. Взаимныя лин1и. Начало двойствен- 
ности и приложенхе его къ доказательству двойственныхъ 
евойствъ лин1й 2-го порядка. Приложен1е этихъ свойствъ къ 
р*Ьгаенш задачъ, относящихся къ построен1ю лин1й 2-го по- 
рядка по даннымъ точкамъ или даннымъ касательнымъ . . 225 

Н. Полярныя координаты. 

84. 85. 86. Полярныя координаты. Преобразоваше прямоуголь- 
ныхъ» координатъ въ полярныя, и обратно. Уравнен1е линШ 
2-го порядка въ полярныхъ координатахъ 230 

I. Коничесмя с'Ьчен1Я. 

87. 88. 89. Доказательство, что кривыя, происходящая отъ сЬ- 
чен1я прямого конуса плоскостью, суть лин1и 2-го порядка 
и что проекц1я круга на данной плоскости есть эллипсъ. 

Обратныя предложенхя 234 

Доказательство, что конусъ, им-Ьющхй основашемъ какую- 
нибудь лин1ю 2-го порядка, пересекается плоскостью по 
линш 2-го порядка 242 

ОТДЪЛЪ III. 

Геометрия еек1я мЪета въ провтранетв^ трехъ изга1^нен1й 

А. Опред'Ьлен1е положетя точки въ пространств-Ь. Уравнен1е поверхности и линЫ. 
Разстоян1е между двумя точками. Плоскость и прямая литя. 

90. 91. Прямолинейвыя координаты точки. Проекши на прямо- 
угольныхъ осяхъ координатъ разстоянхя точки отъ начала 
и вообще разстоян1я между двумя точками. Выражение для 
разстоян1я между двумя точками. Выражен1е произведешя 
двухъ лиши на косинусъ угла, между ними заключающа- 
гося. Выражеше для косинуса угла двухъ прямыхъ .... 243- 

92. 93. Уравнен1е поверхности въ прямолинейныхъ координатахъ. 
Уравнен1е линш. Прим-бры: уравнеше шара, уравнешя пло- 
скостей координатъ и плоскостей, имъ параллельныхъ . . . 251 

94. 95. Уравнен1е плоскости. Углы, составляемые съ осями коор- 
динатъ перпендикуляромъ къ плоскости. Разстоянхе пло- 
скости отъ начала координатъ. Доказательство, что уравнвн1е 
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первой степени относительно прямодинейныхъ координатъ 
принадлежитъ плоскости. Частные случаи. Построение пло- 
скости по данному уравнен1ю. Опред'Ьлете уравненхя пло- 
скости помощью координатъ точекъ пересЬчешй ея съ осями . 255 

96. Уравнеше прямой. Сл-Ьды ея на плоскостяхъ координатъ и 
углы, составляемые ею съ осями . 259 

97. Задачи: I. Найти координаты точки пересЬченхя двухъ дан- 
ныхъ прямыхъ. Условхе, что дв* данныя прямыя лежатъ въ 
одной плоскости. II. Вычислить уголъ, составляемый двумя 
прямыми. Условхе перпендикулярности прямыхъ. III. Вывести ' 
уравнешя прямой, проведенной чрезъ дв* данныя точки. 
IV. Найти уравнен1я прямой; проходящей чрезъ данную 
точку и параллельной данной прямой. V. Найти уравнешя 
прямой, проходящей чрезъ данную точку и перпендикуляр- 
ной къ данной прямой. VI. Найти пересЬчешв прямой съ 
плоскостью. Услов1я параллельности и совм'Ьстимости пря- 
мой съ плоскостью. VII. Найти пересЬчеше двухъ плоско- 
стей. VIII. Вычислить уголъ, составляемый двумя плоско- 
стями. Услов1е перпендикулярности. IX. Вычислить уголъ, 
составляемый прямою съ плоскостью. X. Провести плоскость 
чрезъ три данныя точки. XI. Провести плоскость чрезъ дв-Ь 
данныя прямыя. XII. Провести плоскость чрезъ точку и пря- 
мую. XIII. Провести плоскость чрезъ данную точку парал- 
лельно данной плоскости. XIV. Провести плоскость чрезъ 
данную точку перпендикулярно къ данной прямой. XV. Про- 
вести чрезъ данную точку прямую, перпендикулярную къ 
данной плоскости, и опред-Ьлить разстоян1е точки отъ пло- 
скости. XVI. Найти кратчайшее разстоян1е точки отъ пря- 
мой. ХУП. Найти разстоян1е между двумя параллельными 
плоскостями. Найти кратчайшее разстоян1е между двумя 
прямыми . 262 

98. Пространства, выражаемый линейными неравенствами. Крат- 
чайш1я координаты въ пространств'Ь. Тетраэдрическ1я коор- 
динаты 282 

В. Перем-Ьна прямолинейныхъ координатъ въ пряиолинейныя. 
Полярныя координаты. 

99. Перем-Ьна начала координатъ 287 

100. Перем-Ьна направления осей при томъ же начал-Ь 287 

101. Выражен1я косинусовъ угловъ, составляемыхъ прямоуголь- 
ною системою осей съ другою прямоухюльною, помощью трехъ 
угловъ, опред'Ьляющихъ положеше одной системы относи- 
тельно другой 290 

102. Перемъна начала и направлен1й осей координатъ 292 

103. Полярныя координаты • 292 

С. О кривыхъ ловерхностяхъ. Поверхности второго порядка. 

104. 105. 106. Разд']&леа1е поверхностей на алгебраическ1я и транс- 
цендентныя. Независимость этого разд-Ьленхя отъ системы 
осей координатъ. Число членовъ въ полномъ уравнен1и алге- 
браической поверхности. Число точекъ, опред-ьляющихъ алге- 
браическую поверхность. Порядокъ лин1и перес'Ьчен1я алге- 
браической поверхности съ плоскостью. Число точекъ пере- 
с'Ьчвн1я алгебраической поверхности съ прямою ...... 294 

107. 06щ1й видъ уравнен1я поверхности 2-го порядка. Число то- 
чекъ, ее опред*Ьляющихъ. Перес'Ьчен1е ея съ плоскостью. 
Число точекъ пересъченхя ея съ прямою. Дхаметральная пло- 
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скость и сопряжен ныя съ нею хорды. Выводъ уравнвн1я Д1а- 
метральной плоскости. Главная дхаметральная плоскость и 
главныя хорды. Отыскан1е главныхъ хордъ. Упрощеше вида 
уравнен1я поверхности 2-го порядка, когда одна изъ прямо- 
угольныхъ осей координатъ взята по направленш главной 
хорды, а дв11 пр6ч1я оси по направлен1ямъ осей пересЬчешя 
поверхности съ плоскостью, перпендикулярною къ главной 

хорд* 297 

Т08. Центръ поверхности. . У прощен1е уравнения поверхности вто- 
рого порядка чрезъ перенесенхе начала координатъ въ 
центръ. Разд-Ьден^е поверхностей 2-го порядка на поверх- 
ности съ центромъ и безъ центра , ЗОО 

109. Разборъ различныхъ видовъ поверхностей 2-го порядка, 
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съ касательною плоскостью. Двойныя касательныя. Касатель- 
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поверхности 2-го порядка 342 
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Прибавленхе I. Определители и приложен1е ихъ къ р-Ь- 

шенш совокупныхъ уравнен1й первой степени 349 

Прибавлен1е И (къ § 41.) ^. . . 363 

Прибавлен1е III (къ §§ 107 и 108) 366- 



Примгъчанге. М-Ьста текста, отм-Ьченвыя знаками — * . . . * — , могутъ- 
быть, при первоначальномъ изучен1и предмета, пропущены безъ вару- 
шешя посл-Ьдовательности. 



0|дШ2ес] Ьу ^л0051С 



о Т Д Ъ л Ъ I 

Г1риложен1е начальной алгебры къ р1||Шен1ю 
опрвд'Ьлвнны:к:ъ гвометричеекизеъ вопроеовъ 

А. Предметъ Аналитической Геометр1И. Примеры на р%шен1е геоиетриче- 
снихъ вопроеовъ помощью Алгебры. Однородность и построен1е формулъ. 

1. Аналитяческая Геометр1я им'Ьетъ предметомъ р'Ьшенхе по- 
мощью Математическаго Анализа вопроеовъ, относящихся къ из- 
сл^^довашю свойствъ и къ изм'Ьренш протяжен1й. Приложеше 
Алгебры къ р'Ьшен1Ю вопроеовъ этого рода соетавляетъ основаше 
Аналитической Геометр1и. 

Протяжен1я разсматриваются въ Аналитической Геометр1и, какъ 
числа. 

Означая какую-либо лишю буквою, напр., а, мы должны под- 
разумевать подъ этою буквою число, показывающее отношен1е 
разсматриваемой лин1и къ другой, взятой за единицу, данной или 
произвольной. Число, означающее лин1Ю, мы будемъ называть ли- 
иеииымь, а всякую алгебраическую формулу, обозначающую ли- 
111ю, — линейною формулою. Если а жЪ означаютъ линейныя числа, 
то 2а — Ъ будетъ линейная формула. 

Означая буквою поверхность, надо подразумевать подъ этою 
буквою число поверхностныхъ единидъ въ разсматриваемой по]?ерх- 
ности. За единицу поверхности обыкновенно берутъ квадратъ, у 
котораго сторона есть линейная единица. Число квадратныхъ еди- 
пицъ въ площади прямоугольника есть произведен1е двухъ линс^й- 
пыхъ чиселъ, выражающихъ основан1е и высоту прямоугольника; 
т.-е., если а есть число линейныхъ единицъ въ основаши, а Ъ есть 
число т4хъ же единицъ въ высогЬ, то число квадратныхъ единицъ 
въ прямоугольнике будетъ аЪ. Всякую другую поверхность можно 
также выразить произведентемъ двухъ линейныхъ чиселъ, потому 
что всегда можно себе представить прямоугольникъ, равномерный 

I. Сомовъ.— Геомет1Чя. 1 
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съ данной поверхностью. Напр., боковая поверхность прямого ци- 
линдра равна дрои.зведенш изъ окружности основашя и изъ вы- 
соты, т.-е. она равна площади прямоугольника, у котораго основан1е 
равно окружности основан1я цилиндра, а высота — высот* цилиндра. 

Означая буквою объемъ, мы должны подразумевать подъ этою 
буквою отношеше разсматриваемаго объема къ другому, взятому 
за единицу. За единицу объемовъ обыкновенно берутъ кубъ, у ко- 
тораго ребро есть линейная единица. Число кубическйхъ единицъ 
въ прямоугольномъ параллелепипед'Ь выражается произведен1емъ 
изъ трехъ линейныхъ чиселъ, изображающихъ ребра; т.-е., если 
буквы а, Ь 1/[ с изображаютъ три смежныя ребра параллелепипеда, 
то произг>еден1е аЬс выражаетъ объемъ. Всяк1й другой объемъ 
можно выразить также прои8ведеп1емъ трехъ линейныхъ чиселъ, 
которыя представляютъ ребра прямоугольнаго параллелепипеда, рав- 
ном-Ьриаго съ разсматриваемымъ объемомъ. Напр., объемъ прямого 
цилиндра выражается произведенхемъ высоты на полуокружность 
основан1я и на радхусъ основания, т.-е. онъ равном'Ьренъ съ объе- 
момъ прямоугольнаго параллелепипеда, у котораго три смежныя 
ребра равны этимъ тремъ длинамъ. 

Линейныя числа, отъ перемножен1я которыхъ происходитъ 
число, выражающее поверхность или объемъ, называются изм^^ре- 
шями поверхности или объема. Собственно въ этомъ смысл* можно 
назвать всякую поверхность величиною двухъ изм^ренхй, а объемъ — 
величиною трехъ изм^ренш. 

Вообще, въ произведенш н^сколькихъ линейныхъ чиселъ 
аЬсй . . . , линейныя числа а, Ь, с, й, . . . называются изм-Ьроихлии 
пройзведен1я, если даже множителей будетъ бол4е трехъ. 

Отношеше двухъ лин1й разсматривается, какъ отвлеченное 
число, которое не зависитъ отъ линейной м^ры. Такимъ образомъ, 

, . а 

е^:л^^ а и о означаютъ лиши, то - представляетъ отвлеченное число, 

о 

которое будетъ то же, въ какихъ бы линейныхъ единицахъ ни 
были выражены а и Ъ, въ футахъ, дюймахъ и т. п. То же самое 
должно сказать объ отношен1и двухъ поверхностей или двухъ 
объемовъ. 

Натуральный синусъ, 1сосинусъ, тангенсъ и пр. какого-либо уг^ха 
суть отвлеченныя числа, показывающ1я отношен1е тригонометриче- 
скихъ лин1й къ рад1усу дуги, измеряющей уголъ. 

2. Линейныя числа могутъ быть положительный и отрицатель- 
ныя; на чертеже они представляются противоположными длинами. 
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Пусть будутъ (I) на одной лин1и три длины: ЛБ, ВС и ВС\ 
выраженныя числами а, &, Ъ', такъ что 

ЛС=а + Ъ, АС = а — Ъ\ 

Положительному числу + Ь и отрицательному — Ъ' соотв^т- 
ствуютъ длины: ВС и ВС\ отложенныя въ противныя стороны 
относительно точки В\ поэтому, если въ вычислен1е, относящееся 
къ какой-либо фигур*, входило число Ь, означающее длину ВС, и 
надобно это вычислен1е приложить къ другой фигурЪ, которая 
можетъ быть выведена изъ 
первой, переменою длины ВС 
па противоположную ВС\ вы- 
раженную числомъ Ъ\ то дол- 
жно переменить въ вычисле- 
н1и Ь на — Ъ'. Напр., пусть 
даны два треугольника АСВ 
и АСВ (II), у которыхъ СВ 
и С В' суть высоты, и поло- 
жимъ, что уголъ САВ тупой, 
а уголъ САВ острый. Озна- 

чивъ чрезъ а, Ь, с, х соответственно стороны ВС, СА, АВ и отр-Ь- 
зокъ АВу найдемъ по известной формул* 

а' = Ъ' -\-с' + 2сх. 

Эта же формула можетъ быть приложена и къ треугольнику ЛСД 
который отъ перваго отличается т-Ьмъ, что вм-Ьсто АВ въ незгъ 
находится противоположная длина АВ'; но, означивъ опять бу- 
квами а, 6, с, X стороны ВС у С А, АВ и отр-Ьзокъ АТУ, мы дол- 
жны въ формул* переменить х на — х, т.-е. положить, что 

а» = Ь* + с* — 2сх. 

3. Р*п1ен1е помощью Алгебры геометрическаго вопроса, въ ко- 
торомъ предложено найти одну или несколько величинъ, состоитъ 
изъ двухъ главныхъ пр1емовъ: 

а) Изъ составлен1я по услов1ямъ вопроса уравнен1й между 
неизвестными и данными величинами и 

Ъ) Изъ решен1я этихъ уравнен1Й. 

При составлети уравнен1й изъ услов1й вопроса, должно посту- 
пать сдедуюпщмъ образомъ: во-первыхъ, надо ясно представить 
себе геометрическую фигуру, показывающую расположен1е и свой- 
•ства искомыхъ и данныхъ величинъ; для большей наглядности 
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можно на сакомъ д^л-Ь начертить фигуру отъ руки; затЬмъ ел*- 
дуетъ внимательно разсмотр'Ьть, почюдствомъ какихъ изв^стныхъ. 
истинъ можно перейти отъ данныхъ величинъ къ искомымъ, или 
обратно, разсматривая безъ разлишя всЬ величины, какъ изв^^стныя. 
Такимъ образомъ мы отыщемъ зависимость между величинами: и 
вы1)азимъ ее уравненхями. Впрочемъ, по разнообразш услов1й, 
каждый вопросъ требуетъ особенныхъ соображен1Ё, который нельзя 
подвести подъ общ1я правила. Иногда приходится разсматривать 
вспомогательныя величины, находящ1яся въ зависимости отъ дан- 
ныхъ и искомыхъ и облегчающ1я составлен1е уравнен1й. 

Для р^Ьшен1я составленныхъ такимъ образомъ уравнен1й, дол- 
жно выбирать наивыгодн^йш1е способы и брать за неизв^стныя 
таю я величины, который ведутъ кратчайпшмъ путемъ къ р'Ьшенхк^ 
вопроса. 

Когда вопросъ определенный, число уравнен1й не должно быть 
мен'Ье числа неизв'Ьстныхъ. 

По формуламъ, выведеннымъ изъ уравненш, можно найти не- 
из1гЬстныя величины или вычисленгемъ (какъ это делается въ Три- 
гонометрхи) или построен1емъ, начертивъ на самомъ д^л^, помощью- 
циркуля и линейки, фигуру, заключающую искомыя величины. 

4. Для пояснешя изложеннаго, р^шимъ несколько вопросовъ. 
I. Построить на данныхъ основптяхъ АВ и СВ два прямо- 
уго.имтш такъ, чтобы сумма иосъ площадей была равна площади 

даннаю квадрата ЕРСШ, 
Н .0 



Е 
М- 



В С 



Ц 



Фиг. 2 



а сумма пергшетровъ дан- 
ной длинть МЖ. 

Положимъ АВ = «, 
СВ = Ъ, ЕР=с, иозна- 
чимъ черезъ х II у неиз- 
в^стныя высоты прямо- 
угольниковъ. Для площа- 
дей искомыхъ прямоугольниковъ получимъ числа: ах и Ъу^ сумма, 
которыхъ, по условхю вопроса, должна быть равна числу с*, вы- 
ражающему площадь даннаго квадрата; следовательно, 

ах -\- Ьу =^ с^. 

Числа: 2х -(- 2а, 2у + 2Ъ выражаютъ периметры прямоуголь- 
никовъ и въ сумме должны составить длину р, поэтому 



2х + 2« + 2у ■}- 2Ъ = р: 



0\д\\\: 



2ес]ьуСоо^1е 



откуда выводимъ 






ИЛИ 

^ + у = ^, 

1^ г. 

означивъ для сокращешя черезъ т длину ^ — а — Ь, которую 
легко найти. * 

Итакъ, для опред4лен1я неизв'Ьстныхъ х]л. у И1гЬе11ъ два урав- 
нен1я: 

б/д; + Ьу = с*, X -^ у ^=^ т, 

изъ которыхъ выходитъ 

с* — Ъпъ ат — с* 

^■~ V— Т' У— а — Ь ' 

По этимъ формуламъ легко вычислить искомыя числа, подста- 
вивъ вм'Ьсто буквъ, означающихъ данныя длины, соотв-Ьтственныя 
известный числа. Если для примера положимъ а = 2 дюймамъ, 
А = 1, с =:: 3, ^) = 16, то найдемъ: 

Р 
т =^ - — а — Ь = 5, 

а; = 4, г/ = 1. 

По свойству вопроса хну должны быть положительныя: по- 
этому, если а > 6 (что можно допустить, означивъ буквою а большее 
изъ данныхъ основан1й), то данныя числа должны удовлетворять 
услов1ямъ: 

с^ > Ьт и ат > с^• 

въ противномъ случа-Ь задача невозможна. 

Задача также невозможна, когда а = Ъ, а с* неравно Ът или 
ат, потому что тогда величины хну безконечны. 

Задача будетъ неопределенная, когда а=^Ъ и с^ = ат ^^Ът. 

Если, р-Ьшая уравнен1я, мы получимъ отрицательное число, то, 
перем'Ьнивъ въ уравнешяхъ знакъ у той неизвестной, для которой 
вышло это р^шенхе, мы будемъ им^ть новыя уравнешя, изъ кото- 
рыхъ выведемъ положительное р^шеше вместо прежняго отрица- 
тельнаго. Эти новыя уравнен1я будутъ выражать условхя новаго 
вопроса (см. нач. Алгебру). 
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Положимъ напр., что въ посл'Ьднемъ прим'Ьр'Ь при а > Ъ бу- 
детъ с' < Ът; тогда х отрицательное, а у положительное. Пере- 
мен ивъ X на — X, мы получимъ вместо уравнен1й 



ах -\-Ьу =^ с^ и X -}- у =^ т 



сл'Ьдующ1я: 



Ьу — ах =^ с^^ у 



X ==^ ш. 



(а) 



и:зъ которыхъ выведемъ положительдьтя величины: 



Ът — с^ 
а — Ъ 



апг ■ 
а - 



Уравнен1я (а) выражаютъ услов1я сл'Ьдуюп1,аго вопроса: 

Построить на даняыхъ основангяхъ а и Ъ два п2Уямоуюльныш1 
такъ^ чтобы разность ихъ площадей была равна данному тад- 
рату с^, а разность высошъ данной лгшги т. 

П. Отъ трапегт ЛБС1), въ которой сто})оны АВ и ВС пер- 
пендикулярны кь АВ^ отргьзать часть, рав- 
ную площади прямоуюльника ЕРСгН, посред- 
ствомъ прямой, перпендикулярной кь АВ. 

Пусть будетъ ^К прямая, перпенди- 
кулярная къ АВ, проведенная такъ, что 
А1)1К = ЕРОН. Зд±сь данныя величины 
суть стороны трапе11,1и АВС1) и прямоуголь- 
ника ЕЕвН, 

Положимъ: АЛ = а, ВС = Ъ, АВ = с, 
ЕСг=^т, ЕЕ=п, а за неизв'Ьстныя возь- 
мемъ 1К = ж и АК = у. 

Для площади трапецш Л1)7ЛГ найдемъ 

(а-\- х)у 
число , которое, поусловш вопроса,. 

должно быть равно тп, площади прямоугольника ЕЕСгЩ следо- 
вательно, 




Фиг. 3 



{а + х)у 



тп 



или (а 4- л:) у = 2тп. 



(1). 



.1егко видеть, что вопросъ долженъ быть определенный. В-ъ 
самомъ д*л*, съ удален1емъ прямой Ж отъ АВ, площадь А1)КТ 
непременно увеличивается, а, съ приближен1емъ къ АВ, умень- 
шается и обращается въ нуль, когда 1К совпадаетъ съ АВ\ потому^ 
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если ШХтН < А1)СВ, то должно быть необходимо между А1) и СВ 
одно только положен1е для Ж, при которомъ АВ1К = ЕГОК 
Следовательно, крон* уравнен1я (1) должно быть еще уравненхе 
для опред-блетя х и у; во оно не выражено явно услохиями во- 
проса. Его можно найти, разсматривая свойства трапец1и. 

Проведя ВМ, параллельную ЛВ, составимъ два подобныхъ тре- 
угольника: ВЫ и ВМС, въ которыхъ найдемъ 

Ы _ СМ ^ 
ВЬ ~" ВМ' 
но 

Ы = 1К—ЬК=^1К — АВ =: х — а, 

В1 = АК=у, С31=СВ — В31=СВ — АВ = Ь — а, 

ВМ .= АБ = с; 
следовательно, 

ус 

Итакъ, им4емъ два уравнешя для опред^летя хну. Пере- 
множивъ уравнешя (1) и (2), исключимъ у и получимъ 

, « 27тг (Ъ — а) 

х^ — а* = -\ 

с 

откуда выходить 

. , 2шп{Ъ — а) 



I 



Потомъ уравнен1е (2) даетъ 

с(х — а) с Г, / „ , 2тп(Ь- 

^= Ь-а-Ъ-а\\/ '^+ с 



Для окончательнаго р^шенхя задачи, должно вымерить данныя 
длины какою-либо единицею, подставить вместо буквъ а, Ъ, ш, п 
найденныя для нихъ числа и вычислить х та у. Впрочемъ, для 
определешя положен1я 1К, достаточно вычислить одну изъ вели- 
чинъ X или у, Вычисливъ X, отложимъ ВЖ = X, проведемъ чреяъ 
точку N прямую, параллельную АВ, зам-Ьтимъ пересЬченхе ея I съ 
стороною ВС и опустимъ изъ I перпендикуляръ 1К на АВ. Если 
же узнаемъ у^ то отложимъ АК = у и возставимъ Ш, перпенди- 
кулярную къ АВ. 
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III. Но даннымъ сторонамъ четьгреуюльника^ вписанпаю въ кругг^ 
вычислить его дгагонали. 

Пусть будетъ ^.^С!) данный четыреугольникъ. Положимъ ^.В^^^г/, 
ВС = Ъ, СВ = с, ВА = й, АС = х, ВВ = у, 

Въ А ЛВС и Д лев найдемъ 



а;« = а- + Ь« — 2аЪ С08 {АВС) . (1 ) 

х' = с' + ^' — "^сЛ С08 {АВС) . (^) 

но ^АВС+ ^АВС= \Ъ0^\ поэтому 

С08 иВС) = — С08иБС) 

и ур. (2) можно заменить сл'Ьдуюнщмъ 

х' = с' -^д^ + 2сй С08 {АВС). 




Фиг 4 



Зд'Ьсь С08 {АВС) есть вспомогательная величина, которую должно 
исключить; для этого помножимъ последнее уравнеше на аЪ, а 
уравпеше (1) на ей и сложимъ произведен1я; получимъ 

{аЪ + ей) х' = {а^ + Ь^) ей + (с* + д^) аЪ = {ай + Ьс) {Ъй + ас)\ 

отсюда выводимъ 

_ /^{ай + Ъс) {М + ас) 

*^~|/ ■ «6+ ГС? ' ' 

Точно также найдемъ 



{ад. + Ъс) {аЬ + Лс) 
ас-\- Ьй 



IV. Резерву аръ воды АВСВ окружить тротуаромъ, имшощимъ 
вездчь одну ширину и заключающимъ данную площадь, 

Зд1'.сь требуется начертить по данному многоугольнику АВСВ 
другой ЕРСгН такъ, чтобы стороны обоихъ многоугольниковъ были 
соответственно параллельныя и равно-отстоящ1я, а разность между 
площадями была равна данной площади, которую означимъ чрезъ 
т\ Положимъ сверхъ того АВ = а, ВС = Ь, СВ ^=^ с, В А =^й ж 
означимъ чрезъ А, Д С, В углы многоугольника. За искомую 
величину можно взять разстояше между соответственными сторо- 



01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



Е.^0' 



1аами, которое означимъ чрезъ х. Оно на чертеж* изображено пер- 
пендикулярами: Л!, АК, ВЬ, ВМ, СКу СО, ВР, В^, опущенными 
изъ вершинъ даннаго многоугольника на стороны искомаго много- 
угольника. 

Площадь тротуара состоитъ изъ прямоугольнцковъ: ЛЬ, ВN, 
СР, В1, им4ющихъ осно- 
ван1ями стороны даннаго ^^ 
многоугольника, а высо- ^;;- 
тамв ширину тротуара х, 
и ч^тыреугольниковъ: К1, 
ВМ, N0, Р^. Каждый 
изъ посл-Ьднихъ состоитъ 
изъ двухъ равныхъ тре- 
угольниковъ. Такъ, напр., 
К1=АКВ+А1Е, гд* 
треугольники АКЕ и А1Е 
равны, потому что им'Ьютъ 
обл1.ую гипотенузу АЕ и 
равные катеты АК и 

Л1\ следовательно, К1 = 2 АКЕ = КЕх, Поэтому площадь тро- 
туара равна 




Фиг. 5 



{а + Ъ + с + а)х'\'{ЕЕ+ЕМ+ О0 + Н0)х\ 



во 



КЕ=АК^,о^^ (КЕА) = х согёО^КЕТ) = х со1^ ^; 
также найдемъ 

ЕМ= X со1ё ^,ао = х со1;8 ^, Е^ = x со1§ ^ ' 

отъ этого выражеше площади тротуара приведется къ следующему: 

(А В С В\ 

(а + Ь + с + й) л; + \(10Щ ^ + со1§ ^ + со1« ^ + со1:8 Т) ;^*' 

что, по услов1ю вопроса, должно быть равно ш*. Итакъ, для вы- 
числен1я X им-Ьемъ уравнеше второй степени: 



/А В С В\ 



т 
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Если положимъ для сокращен1я а + Ь + ^ + ^? = 1> и 
_ р 

т. -е. 

со^ё - + со1:8 ^ + со^ё ^ + ^^^ 2 "^ 1- ' 
то найденное уравнение можемъ представить подъ видомъ 

рх^ . 2 2 1 ^^^*^ 

-^ мд; = ш , или л; -\- Vx^■=^ ; 
г; ^ ^9 



откуда выходитъ 



—1-1/: + 



т'у 



4 р 

Эти величины х вещественныя; одна изъ нихъ 






положительная, потому что ^/ 7 + ^^ -^ V ' -^РУ*'^^ 



4 +> 

2 |/ 4 



Р 

отрицательная. Пусть к будетъ первая, а — К вторая. Каждая изъ. 
нихъ послужить для построен1я многоугольника по услов1ямъ во 
проса сл'Ьдующимъ образомъ: 

Начертивъ данный многоугольникъ АВСВ и разд-Ьливъ углы 
его пополамъ, возставимъ изъ вершины А перпендикуляръ къ сто* 
рон-Ь АВ и отложимъ на немъ длину АК, изображающую число Ть^ 
Потомъ чрезъ точку К проведемъ прямую параллельную къ А^В и: 
зам'Ьтимъ перес'Ьчен1я ея ^ и 1^ съ прямыми, разделяющими по^ 
поламъ углы А ж В, Эти точки будутъ дв4 вершины искомага 
многоугольника. Чрезъ нихъ проведемъ прямыя РО^ и ЕЙ парал- 
лельныя сторонамъ Ь и й до встречи съ прямыми, раздвояющимц 
углы (7 и I), и наконецъ эти точки встречи О и Н соединимъ. 
ирямою. Также помощью второй величины х = — к' можно по-. 
строить другой многоугольникъ, удовлетворяющ1й услов1ямъ вопроса^ 
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Для этого на перпендикуляре, возставлевномъ изъ точки Л къ 
сторон'}'^ А13, отложимъ противоположно АК длину АК' = й', про- 
ведемъ чрезъ точку К' прямую, параллельную АВ, и зам-Ьтимъ 
пересечения ея Е' и Е' съ прямыми, раздвояющими углы А и В' 
потомъ чрезъ Е' и Е' проведемъ прямыя параллельныя сторонамъ 
А1) и ВС до встречи съ прямыми, раздвояющими углы 1) и С, и 
наконедъ соединимъ прямою найденныя точки Л' л Сг\ Такимъ 
образомъ составится другой многоугольникъ Е'Е'&'Н\ котораго 
стороны параллельны сторонамъ даннаго и равно отъ нихъ уда- 
лены; причемъ удовлетворено услов1е, что разность между площад.ью 
его и площадью даннаго равна ш*. 

V. Въ данный треугольникъ вписать квадратг, у котораю одна 
сторона лежала бы на основанги шреуюльникау а двгь противтго' 
.юж'ныя ей вершины на двухъ про^тхъ сторонаосъ треугольника. 

Пусть АВС будетъ данный треугольникъ, ВОЕЕ вписанный въ. 
пего квадратъ по услов1ю 
вопроса и ВН высота 
треугольника. Основаше 
АС и высоту ВН можно 
разсматривать, какъ дан- 
ныя величины. Положимъ 
АС = а, ВН=' Ь и озна- 
чимъ чрезъ X неизвест- 
ную сторону квадрата. 

Такъ какъ (т)Р парал- 
лельна АС, то треугольникъ В(тЕ подобенъ треугольнику АВС^ 
а въ подобныхъ треугольникахъ высоты пропорц10нальны основа- 
Н1ямъ; поэтому 




или 



Еа:АС = В1:ВН, 
X : а^= (Ъ — х) : Ь; 



отсюда, взявъ произведенхе крайнихъ и среднихъ членовъ, полу чимъ. 
уравнеше 

Ьх = аЬ — ах , 



изъ котораго легко выведемъ 



аЪ 



(а> 
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Эту формулу не трудно построить. Зам'Ьтимъ, что зд'Ьсь можно 
■разсматривать х Еакъ четвертую пропорц1ональную величину къ 
"тремъ изв-Ьстнымъ: а, Ь, а -{- Ь, т. -е. 

(а + Ь) : а = Ь : ж . 

На основан1и теоремы начальной Геометрш, что прямая, параллель- 
ная одной изъ сторонъ треугольника, разд^ляетъ дв* проч1я его 
стороны на части пропорц1ональныя, можно найти х сл4дующимъ 
черчен1емъ: 

Начертивъ въ самомъ д'Ьл'Ь треугольникъ АВС и проведя его 
высоту ЛЕГ, отложимъ отъ точки Я длину НК=^ АС и КЬ = ВН\ 
потомъ проведемъ прямую ВЬ и прямую К1 ей параллельную, 
которая отс4четъ на высот* ВН отр'Ьзокъ Ш, равный искомой 
длин* X, ДМствительно: зд-Ьсь въ треугольник* ВНЬу по парал- 
лельности 1К съ ВЬ, им4емъ 



т.-е. 



отсюда выходитъ 



Н1:НК=ВН:Н1 

(а + Ъ):а = Ъ:Ш, 



Ш-. 



аЪ 

а + Ъ 



X, 



Найдя точку /, проведемъ чрезъ нее параллельную къ основан1ю 
ЛС"и зам*тимъ Сг и Р, перес*четя ея съ сторонами тр. ЛВС; 
потомъ опустимъ изъ этихъ точекъ перпендикуляры 01) и РЕ на 
ч)снован1е; такимъ образомъ составимъ квадратъ, вписанный въ 
данный треугольникъ. 

VI. Раздгьлить данную длину прямой лиши въ среднемъ и к'рай- 

немъ отнотенги. 
,- Положимъ, что ЛВ изо- 

бражаетъ данную длину и 
С представляетъ искомую 
точку д-Ьлешя. Означивъ 
чрезъ а длину АВ ^ чрезъ ее 
болып1й ея отр'Ьзокъ ВС, 0у- 
демъ им'Ьть АС = а — х и, 
по услов1Ю вопроса, 




В 

Фиг. 7 



АВ:ВС = БС:АС 



шли 



а:х =^ х:(а — х); 
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отсюда, взявъ произведете крайнихъ и среднихъ членовъ, полу- 
чимъ уравнен1е 

л* = а' — бкг, (1)^ 

которое даетъ 



Чтобы найти эти величины, построимъ сперва 



/ш 



Л-а\ 



который означимъ для сокращен1я чрезъ -е?. 

Очевидно, что ^ есть гипотенуза прямоуголънаго треугольника,. 

у котораго катеты суть а и . ; поэтому, если возставимъ АВ, 

перпендикулярную къ АВ и равную ея половине, потомъ прове- 
демъ прямую ВВ, то полу чимъ 



и, следовательно, 



Оехзвую изъ этихъ величинъ 



ВВ, 



1 -^Ь^Л (2) 



вайдемъ вычитан1емъ длины АВ изъ ВВ\ для этого изъ точки 7), 
какъ центра, рад1усомъ ВА начертимъ кругъ, который пересЬчетъ 

ВЮ 1гь никоторой точк'Ь Е такъ, что будетъ ВЕ =^ В А = , 

а потому ВЕ = ВВ — будетъ искомая величина ж, удовле- 

творяющая вопросу. По отложен1И ВС = ВЕ, данная прямая бу- 
детъ разделена въ С въ среднемъ и крайнемъ отношеши. 
Вторая величина х есть 

Для построен1я ея, продолжимъ кругъ, описанный рад1усомъ ВА, 
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до 11ерес'Ьчен1я съ продолжешемъ ВВ\ получимъ ВТ^=^Т)Р-{- ВВ = 

= + -2^ и сл-Ьдовательно 

х = — ВР. 

Эта величина, хотя удовлетворяетъ уравнешю (1), но не удовле- 
творяетъ вопросу. Впрочемъ, легко обобщить вопросъ такъ, что 
об4 найденныя величины х будутъ ему удовлетворять. 

Отложивъ на продолжен1И АВ противоположно ВС длину 
ВС = В!", получимъ X = — ВС Отъ подстановлен1я — ВС 
вместо X въ уравнеше (1) найдемъ 

а: — ВС = — ВС : (а + ВС); 

а перем4нивъ знаки въ об-Ьяхъ частяхъ этого равенства и, подста- 
вивъ АВ вместо а, получимъ 

АВ : ВС = ВС : (АВ + ВС) 
или 

АВ : ВС ^ ВС : АС, 

Эта пропорд1я показываетъ, что точка С им-Ьетъ такое же свой- 
ство, какъ и С, а именно, что разстоян1е ея отъ В есть среднее 
пропорщональное между разстояшемъ ея отъ А и данною длиною 
АВ. Итакъ, чтобы об4 найденныя величины х удовлетворяли во- 
просу, надобно предложить вопросъ сл4дующимъ образомъ: на дан- 
ной прямой АВ найти точку такь^ чпюбьг разстолнге ея отъ 
одною конца прямой В было среднею пропорцгональною величиною 
между разстоянгемъ ея отъ другого конца А и цгьлою длиною АВ. 
Предыдущее р-Ьшенхе показываетъ, что искомая точка можетъ 
быть пом-Ьщена, или на самой длин* АВ, или на ея продолжен1и. 

5. Разсмотр4въ внимательно уравнен1я, разр4шенныя въ преды- 
дущихъ вопросахъ, мы находимъ, что они всЬ однородныя, т.-е. 
въ каждомъ уравнении всЬ члены им4ютъ одинаковое число изм4- 
рен1й. Это свойство не случайное, но принадлежитъ всЬмъ уравне- 
н1ямъ, связывающимъ линейныя числа, отиесенныя къ произволь- 
ной единид-Ь. 

Для доказательства этого свойства зам'Ьтимъ сперва общее 
свойство однородныхъ формулъ или функц1Й. 

Если по зам-Ьнеши величинъ а, Ь, г, .... х, у, заключаюпщхсл 
въ формул-Ь, соответственно произведен1ями па, пЬ, пс, . . . , пх, пу, 
гд-Ь п число щюизвольное, формула пршбр'Ьтетъ множитель »?"*, не 
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л[)етерп4вая никакого другого изм4нен1я, то такую формулу назы- 
ваютъ однородною относительно а, 6, е, . . . , х, «/. Число т, пока- 
затель степени п'", называется чш^тмъ измгьренш или степенью 
однородности формулы. Напр., формулы: 



аЪ, а* 4~ ^^? ^Ьс, 



с' +> 



отъ перем'Ьны а, Ь, с, й, соответственно на ап, Ьп, сп, йп, обра- 
тятся въ сл'Ьдующ1я: 

поэтому он* однородныя; первыя дв* двухъ изм^решй, третья 
трехъ изм^решй, а четвертая одного. 

Когда формула ц^лая, какъ, напр., а* + ^Ь, тогда вс4 члены ея 
должны им^ть одинаковое число изм^решй, потому что они по ука-' 
занному зам4чатю должны умножиться на одну и ту же степень п, 

Уравнете называется однороднымъ, когда вс4 его члены, пе- 
ренесенные въ одну сторону знака равенства, составляютъ однород- 
ную формулу, напр., 

ах + Ьх — «6 = 0. (1) 

Такое уравнеше не нарушится отъ зам'Ьнен1я линейныхъ чиселъ, 
Бъ немъ содержащихся: а, 6, с, . . . , х, у, произведен1ями па, пЪ, 
ПС, . . . , пх, пу\ потому что тогда все уравнеше помножится только 
на степень числа п; такъ, въур. (1) въ первой части получимъ 

{ах -\- Ъх — аЪ) п^, 

что будетъ равно нулю, потому что множитель ах -[-Ъх — аЪ ра- 
венъ нулю. 

Однородность уравнен1й въ геометрическихъ вопросахъ происхо- 
дитъ отъ того, что геометрическая связь между линейными числами 
не зависитъ отъ длины, взятой за единицу для изм'Ьрен1я лин1й, 
т. -е., если уравнете содержитъ линейныя числа а, Ь, с, . . . , л?, у, . . . , 
отнесенныя къ единице АВ, то оно не нарушится отъ подставлен1я 
вместо этихъ чиселъ другихъ: а\ Ъ\ с', . . . , х, у , полученныхъ 
отъ изм4рен1я вс/Ьхъ разсмат[)иваемыхъ лиши новою единицею С7). 
Напр., въ прямоугольномъ треугольнике, квадратъ гипотенузы ра- 
велъ сумме квадратовъ катетовъ, будутъ-ли стороны треугольника 
выражены въ футахъ или въ дюймахъ. Означивъ чрезъ п отно- 
ш^'ше АВ : С7), цайдемъ, что лии1я, выраженная въ единицахъ 
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ЛБ числомъ а, выразится въ новыхъ единицахъ СВ числомъ ащ: 
напр., если ЛБ есть футъ, а СБ дюймъ, то а футовъ раздробится 
въ 12 а дюймовъ. Итакъ, отъ перемены единицы ЛБ на СУ), числа 

а, Ь, с, ... , х,у, ... 
дерем'Ьняются соответственно на 

ап, Ъп, СП, . . . , хп, уп, . . . 

и эти новыя числа должны быть связаны такимъ же уравнен1емъ, 
какъ и прежшя, при всякомъ отношенш п. Это свойство илгЬетъ 
однородное уравнеше или уравнеше, способное разложиться на не- 
сколько однородныхъ. Для пояснешя послЬдняго предложешя, раз- 
смотримъ уравнеше 

а' + 2а% — х^-^ЫЪ-\-ху — с^ + Ъ + х^О, (2)^ 

въ которомъ не всЬ члены им4ютъ одинаковое число изм4решй. 
Первая его часть состоитъ ияъ трехъ однородныхъ функд1Й: 

а^ + 2а*Ь — х\ ЗаЪ + ху — с\ Ь + х; 

покажемъ, что он^ порознь должны быть равны нулю, если урав- 
неше (2) удовлетворяетъ условш однородности. Означивъ числен- 
ныя величины этихъ функщй для сокращен1я чрезъ А, Б, С, бу- 

демъ им^ть 

^ + Б + (7 = 0. 

Отъ перемены: а, 6, с, ... , х, у, . , . , на: ап, Ъп, сп, . . . , хп, уп, . . . 
число Л переменится на Лп^, Б на Бп^, С на Сп, а потому ура- 
внеше порем4нится на 

Лп' + Бп' + Сп=^0 
или 

Лгг '\- Бп+ С = 0, 

Такъ какъ последнее уравнеше должно существовать при всякомъ 
п, то оно должно быть тождественно относительно п, т.-е. должно 
быть: 

^ = 0, Б=0, С=0; 

въ противномъ случае имели бы для п определенную величину.. 
Итакъ, уравнение (2) разлагается на три однородныя: 

а' + 2^^'Ь — х' = 0, ЗаЬ -\- ху -^ с' = 0. Ь-\-х = 0, 
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б. Формулы, полученныя отъ р-Ьшетя однородныхъ уравнен1й, 
должны быть также однородныя. Мы разсмотримъ главн'Ьйшхя изъ 
нихъ. 

Во-первыхъ, положимъ, что величина х, имеющая т изм'Ьренхй, 
выражена ц^лою формулою линейныхъ чнселъ: а, Ь, с, . . . Очевидно, 
что для однородности каждый членъ этой формулы долженъ им^ть 
также т изм^решй. Итакъ, когда х есть лин1я, то въ каждомъ 
член* ц4лой функщи, ее выражающей, должно быть по одному 

мзм^решю; напр., 

3 
д: = 2а -р 6 — -с; 

зд'Ьсь коэффиц1енты, какъ отвлеченный числа, не входятъ въ счетъ 
изм'Ьрен1й. 

Поверхность выражается суммою членовъ о двухъ изм-Ьрешяхъ; 
напр., 

л: = а' + 2«Ь — <^^ 

Въ выражеши объема каждый членъ долженъ им'Ьть по три 
изм'Ьрешя, напр., 

ж = а^ — 2аЬ*. 
Цусть будетъ теперь 

— А 

X— ^, 

гд-Ь А V^ Ъ ц-Ьлыя функции относительно а, 6, с, ... Освободивъ 
отъ знаменателя, получимъ уравнеше 

Ъх-=^А, 

которое должно быть однородное; для этого очевидно требуется, 
чтобы А ж Ъ были однородныя. Означивъ чрезъ р степень А, а 
чрезъ ^ степень Д найдемъ, по перемножен1и В на л?, въ каждомъ 
член* произведен1Я д^-^- т изм*рен1й, и это число должно быть 
равно ^. Итакъ, 

^7 = д -|- ш, 

т. -е., есАч величина х выражается рацгональиою дробью^ то оба члена 
э^пои дроби должны быть порознь однородные^ и разность между 
иисломъ шмгьренгй числителя и числомъ измгьренгй знаменателя 

I. Сомовъ.— Гвометр1я. 2 
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должна быть равна числу измтьренгй вемтины, выражаемой дробью. 
Напр., формула , 



выражаетъ дишю, 




■""а + Ь 




X 


а'-\-Ва*Ъ~а'с' 


поверхность, а 







объемъ. 

Такъ какъ число изм'Ьрен^й тригонометрической величины равно 
нулю, то въ дробяхъ, выражающйхъ эти величины, оба члена им4ютъ 
одинаковое число изм'Ьрен1й. Напр., означивъ чрезъ а, Ь, с стороны 
треугольника и чрезъ Л уголъ, противоположный стороне Л, им'Ьемъ 

, Ъ' + с' — а' 

С08^ = _т • 

2Ъс 

Когда величина х выражается корнемъ какой-либо степенщ тогда 
подкоренное количество должно быть однородное и число его измгь- 
ренш долоюно быть равно числу измгьренгй величины х, умноженному 
на показатель корня. Пусть будетъ 

х= Ул. 

Возведя об* части равенства въ степень щ получимъ 

х'' = Л, 

Если X им'Ьетъ т изм^ренхй, то, будучи возвышено въ степень >г, 
составитъ число, имеющее тп изм4рен1й; сл-Ьд., Л должно им4ть 
тп изм*решй. Когда Л ц-блая формула, тогда у всЬхъ ея членовъ 
должно быть по тп изм*рен1Й; напр.. 



X = -|/а' + Ь', х= У а' — 6*, X— У аЪ. 

Если же А дробная, то разность между числомъ изм'Ьрен1й числи- 
теля и числомъ изм-Ьренхй знаменателя должна быть равна ш/г; 
напр., формула, найденная въ задач* (II), 



Л + 2тпЬ — 2тпа 

с 



/2тп {Ъ — а) _, / 
«'+ с =У 

,Соо^1е 
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7. Однородный видъ формулы нарушатся, когда одна изъ лин1Й, 
Бходящихъ въ формулу, будетъ взята за единицу; потому что тогда 
вместо буквы, означающей эту единицу, должно подставить 1; 
отчего въ н4которыхъ членахъ число множителей уменьпштся. 
Напр., предыдущая ч|)ормула при а = 1 приметъ видъ неоднород- 
ной формулы 

с + 2тпЪ — 2тп , . 

- . (а) 



V 



Но нетрудно ВСЯК1Й разъ возстановить однородный видъ фор- 
мулы, перем4нивъ единицу на другую произвольную; отъ этого 
лрежняя единица выразится н-Ькоторымъ числомъ а, которое должно 
зойти множитедемъ одинъ или несколько разъ въ т* члены, гд* 
тсажется, что недостаетъ изм'Ьрен1й для однородности. Такъ, въ 
формуле (а) должно с помножить на а* и 2тп на а, чтобы при- 
вести формулу къ прежнему виду. 

Разсмотримъ теперь общ1е способы для построешя простЬйпшхъ 
;алгебраическйхъ формулъ. Мы можемъ ограничиться одними линей- 
ными формулами, потому что построен1е другихъ протяжешй при- 
.водится къ построешю лиши. 

а) Цостроеше ц-Ьлой линейной формулы съ рацхональными коэф- 
фищентами приводится къ сложен1Ю, вычиташю, умноженхю на 
ц-Ьдое число и д-Ьденш на н-Ьсколько равныхъ частей данныхъ 
литй. Напр., чтобы по- 
строить по даннымъ ли- 
шямъ: а, Ъ, с, формулу ^ 



а 



, 2 А р 



3 



Фиг. 8 



ютложимъ, во-первыхъ, на 
неоцред'Ьденной прямой 
длину ЛВ = За; потомъ, разд-Ьливъ изв4стнымъ способомъ Ъ на 

2 
три равный части, отложимъ ВС = ^^ и наконецъ отъ точки 

V къ Б отложимъ С1) =■ с; длина А1> будетъ искомая величина х, 
Ь) Простейшая дробная линейная формула есть 

аЪ 
ж = — . 

с 

'Она можетъ быть выведена изъ пропорщи 

с : а = Ъ : X, 
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а потому построен1е ея приводится къ отыскашю четвертой про-^ 
порцюнальной къ тремъ даннымъ лин1ямъ: а, Ъ, с. Для этого, на- 
чертивъ произвольный уголъ Л (фиг. 9), отложимъ на ,одной изъ его- 
сторонъ длины: ЛВ=^ а и ЛС= Су а на другой сторон* ЛВ = Ъ; 
потомъ, соединивъ прямою точки С я В, проведемъ ВЕ, парал- 
лельную (71), до пересЬченхя съ про- А 
должешемъ АВ\ отъ этого выйдетъ 

А 





Фиг. 9 



Фиг. 10 



АЕ^=х. Въ самомъ д^л*: по известной теорем-Ь, относящейся: 
къ пропорцюнальнымъ лин1ямъ, им'Ьемъ 



или 



откуда выходитъ 



АВ:АС = АЕ:АВ 



а: с=^ АЕ : 6; 



АЕ = 



аЪ 



а это и есть выражен1е искомой величины х. 

Можно изменить расположенхе лин1й: а, Ъ, с на сторонахъ угла 
Ау наблюдая только, чтобы на одной сторон* не лежали длины, 
означенныя буквами а и 6 или буквами хае; т.-е. можно д-Ьлать 
только т4 перестановки въ буквахъ: а, Ь, с, х, отъ которыхъ про- 
порщя а:с =^ х:Ъ не нарушается. 

Вм-Ьсто того, чтобы откладывать об* длины а и с отъ вершины, 
можно (фиг. 10) положить а напродолжеше с, т.-е. отложить сперва. 
АБ=^с, потомъ ВС =^ а и АВ = Ъ\ поел* этого провести прямую 
ВВ и параллельную ей СЕ, Отъ этого выйдетъ ВЕ ■= х, потому что • 



или 



АВ:ВС = АВ:ВЕ 
с:а = Ъ: ВЕ: 
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откуда 

С 

Въ частномъ случа-Ь, когда а = Ъ, т.-е. ж = — , можно другимъ 

с 

сиособомъ построить эту формулу. Начертивъ прямой уголъ А, 
отложимъ на сторонахъ его АВ = а я 
АС=^с, потомъ проведемъ прямую СВ и ^ ^ 

перпендикулярную къ ней БЕ до пере- 
с4чешя съ продолжен1емъ СА; отъ этого 
выйдетъ АЕ = х. Это построеше осно- 
вано на теореме: Перпендикуляръ^ опу- 



щенный изъ вершины прямого угла на ги- ^ ^ ^ 

повисну зу, есть средняя пропорцгонамная Фиг. М 

между отргьзками гипотенузы. 

Поэтому въ прямоугольномъ треугольник* ОБЕ им-Ьемъ 



или 



отсюда выводимъ 



ВА'^АС.АЕ 

а' = с.АЕ; 



АЕ = ~ =х. 

с 



с) Построеше линейной формулы, въ которой числитель и зна- 
менатель одночленныя количества и знаменатель им'Ьетъ два или 
болЬе изм'Ьрешй, приводится къ построешю несколько разъ четвер- 
той пропорц10нальной; вообще столько разъ, сколько изм'Ьрешй въ 
знаменатель. 

Напр., чтобы построить формулу 

аЪс 

которую можно написать слЬдующимъ образомъ 

аЪ с 
а е 

аЪ 
положимъ —- = «/ и построимъ эту длину по вышеизложенному спо- 
собу; посл-Ь того будемъ имЬть ж = ^ и найдемъ х опять по тому 
жо способу. Эти построен1я можно П1юизвести въ слЬдующемъ по- 
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рядк-Ь: начертимъ два произвольныхъ смежныхъ угла при вершин* Ау 
отложимъ АВ = а, АС^=^й и А!) = Ь\ проведемъ потомъ СТ) и 
параллельную ей ВТ!,\ отъ этого получимъ АВ == у. Посл'Ь того^ 
отложивъ АВ ==: в и АО = с, проведемъ ВО и параллельную ей 
]ЕН; чрезъ это найдемъ АВ. =^ х. 

Построеше формулы 

аЬс 
йе 




X = 



Фиг. 12 



можно привести къ построешю одной 
четвертой пропорпдональной, если най- 
демъ сперва дв* лиши тип, которыхъ 

отношеше — было бы равно отнопгешю 

— ; потому что тогда будетъ 



X = 



те 

п ' 



— * Въ начальной Геометрхи есть несколько способовъ переменить 
отношеше плош,адей оЬ и йе на отношеше лиши шип; наиболее 
удобные основаны на теоремахъ Птоломея и Чевы. Теорема Пто- 
лемея состоитъ въ сл4дуюп1,емъ: отг пересгьченгя сторонъ треуголь- 

пика АВС произвольною^ 
прямою ВВ на каждой 
сторонп> выйдетъ по два 
отрп>зка, заключающгеся 
меоюду концами стороны 
О''^ н переагькающеЮу а имен- 

^^' но: на сторонгь АВ от- 

ргьзки АВ и ВВ, на ВС 
ошргьзки ВВ и СЕ, а на АС огпрп>зкиАВи СВ; отношенге жжду 

^ . АВ 

отргьзками одной стороны ^^7^ , помноженное на отношенге отргьз- 





ВВ 



ВВ' 



ковъ другой стороны ^-, равно отношенью отрп>зковъ третьей сто^ 

АВ ^^ 

РОНЫ ^, т.е. ^ ВЕ^АВ 

ВВ'СВ СВ' 

Для доказательства проведемъ ВС параллельную пересекающей 
ВВ; отъ этого получимъ въ тр. АВВ'^ 

АВ_АВ 

вв~ ав 
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я въ тр. Б&С: ' 

СЕ С1 ' 
перемноживъ эти пропорщи почленно для исключешя ОЕ, найдемъ 

ЛВ ВЕ _ АТ 
ВВ * СЕ СЕ' 

что требовалось доказать. Изъ этой пропорщи выходить равенство 

АВ,ВЕ. СЕ=ВВ, СЕ,АЕ, 

показывающее, что произведенге трехъ песмео/сныхъ ошргьзковъ равно 
произведент трехъ остальныхъ ошргьзковъ. 

Теорема Чевы: 

Отъ пересгьченгя стсронъ треуюльника АВС тремя прямыми, 
проведенными изъ вер- ^ 

шипъ чрезъ произволь- Х\ 

ную точку О, вый' ^/ \ \ с- А 

детъ на каоюдои сто- / " ,; - \ 

ртт по дваотргьзка: /,.■■' ^\ '-.\ / ^ 

на АВ ощтзки АЕ ^ о С в/^-^Р^^^ 

и НЕ, на ВС отр^ьз- -О "-с 

ки ВВ и СВу на АС ^/ - ' 

отрп^зки СЕ и АЕ; Фиг. и 

произведенге трехъ не- 
смежныхъ отрП)Зковъ равно произведенью трехъ остальныхъ, т. -е. 

АЕ.ВВ.СЕ^ВЕ.СВ . АЕ, 

Доказательство этой теоремы основано на предыдущей: Въ тр. 
Л Л Т), пересЬченномъ прдмою ЕС, им-Ьемь 

АЕ,ВС.Ва = ВЕ.СВ. АС, 

а въ тр. АВС, пересЬченномъ прямою ВЕ, 

АС. ВВ. СЕ = ВС, ВС ^ АЕ. 

Перемноживъ эти равенства и сокративъ на общ1е множители въ 
об^ихъ частяхъ, получимъ 

АЕ . ВВ . СЕ= ВЕ . СВ . АЕ, 

что требовалось доказать. 
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аЪ 
ае 



заменить отношеше -, отношешемъ двухъ лиши, начертимъ про- 
ае 

извольный уголъ ^(фиг. 13), отложимъ на сторонахъ его ВВ=^йу 
ВА = а, ВЕ = Ь, ЕС = е; потомъ проведемъ прямыя АС и ВЕ 
и зам'Ьтимъ ихъ пересЬчеше Е. По теореме Птоломея получимъ 

аЪ ^ АЕ 
ае~ СЕ' 
Посл'Ь того легко найти 

^ - с^^ • 

Отношеше -7~ можно заменить отношешемъ двухъ лиши по те- 
орем* Чевы слЬдуюнщмъ образомъ: начертивъ произвольный уголъ 
А (фиг. 14), отложимъ на его сторонахъ длины: АЕ = а, ЕВ=^ й, 
АЕ = е, ЕС = Ь; проведемъ потомъ прямыя ВС^ ВЕ, СЕ и чрезъ 
перес/Ьчеше двухъ послЬднихъ С прямую АВ, которая разд^литъ 
ВС въ требуемомъ отношеши; потому что, по теорем-Ь Чевы, им-Ьемъ 

а,ВВ.Ъ = с1.ВС.е, 

а отсюда выходитъ 

аЪ _ ВС 
ае~ ВВ' 

Повторешемъ этихъ построенШ н-Ьсколько разъ можно изобра- 
зить отношешемъ двухъ лиши отношеше между величинами трехъ 
или бол-Ье изм^реюй. 

Напр., чтобы найти отношеше 

• 

аЪс 

V ^ . аЬ . 

замънимъ по предыдуп];ему спосооу отношеню - отношешемъ двухъ 

ш ^^ 

ЛИН1Й , получимъ 

^ аЪс тс 

V У ч .тс 

потомъ опять тъмъ же способомъ замънимъ .отношеше -^ отноше- 

н1емъ двухъ лиши - . * — 
3 
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й) Для построешя линейной дроби, у которой числитель много- 
'членный, а знаменатель одночленный, подпишемъ знаменатель дрдъ 
каждымъ членомъ числителя и построимъ каждый членъ отдельно; 
поел* чего будемъ приведены къ построешю ц^лой линейной фор- 
мулы по правилу (а). Напр., пусть будетъ дано построить 

аЪс + а*й — тр^ 

ак 
лли 

Ъс . ай шщ 

к к ак ' 

т-г Ьс ай тра 

Иоложивъ у = у, = ^гг, -—^ -=1 и, построимъ эти величины по 

предыдущимъ способамъ; поел* чего получимъ 

X = у + /^ — и 

и найдемъ х сложетемъ у съ ж вычиташемъ и изъ суммы «/ + -е. 

Построеше дроби сокращается, когда числитель можетъ быть разло- 

а' — Ъ' {а-{-Ъ)(а — Ъ) 

женъ на линейные множители, напр., х = =::-^= — - — ^^ -. 

с с 

Для построешя этой формулы, надобно найти только одну четвертую 
лропорпдональную къ а + Ь, а — бис. 

е) Когда у дроби, данной для построешя, знаменатель много- 
членный, его можно сделать одночленнымъ. Если онъ одного изм-Ь- 
решя, то сложетемъ и вычиташемъ его членовъ приведемъ его къ 
одной лиши;, напр., если 

_ а' + У 
^~ а + Ъ' 

то сложешемъ найдемъ а;-{-Ъ = у\ послЬ того получимъ х =^ - 

л построимъ эту величину по предыдущему. 

Если же знаменатель им4етъ два или бол4е изм-Ьрошй, то дол- 
жно положить его равнымъ произведешю столькихъ линейныхъ мно- 
жителей, сколько у него изм^решй, взявъ всЬ множители, исключая 
одного, произвольными и разсматривая остальной множитель, какъ 
неизв-Ьстную лишю. Для опред'Ьлешя последней получимъ дробь съ 
одночленнымъ знаменателемъ, которую построимъ по правилу (с); 
ЛОСЛ& того у данной дроби знаменатель будетъ одночленный и 
дробь построится по правилу (й). Построимъ для примера дробь 

аЪс + й€^ 

аЪ-\- сЛ 
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Положимъ аЬ'\-€с1 = ау, гд4 множитель у неизв^стенъ. Онъ опре- 
делится формулою 

аЬ-\гсЛ п X ей 
а а 

которую ум4емъ построить. Посл4 того получимъ 

аЪс + йе[ Ъс . д/е( 

^ "~ ау ~ у ау 

и легко построимъ это по предыдущимъ правиламъ. 
Примгьры на построеше рацюнальныосъ формулъ: 

1) Построить на данномъ основати параллелепипедъ, равно- 
мерный данной пирамиде. 

2) Построить на данномъ основанш прямой цилиндръ, равно- 
мерный данному шару. 

3) На данномъ основанхи построить цилиндръ, вмещаюпцй: 
объемъ даннаго шара и объемъ даннаго конуса. 

8. По предыдуш;имъ правиламъ можно построить всякую рапД- 
опальную формулу помопц>ю линейки и циркуля, т.-е. помопц>к>- 
прямой лиши и круга; но иррац10нальныя формулы не все имеютъ 
это свойство; можно построить такимъ образомъ только корни ква- 
дратные, корни, которыхъ показатели суть степени 2-хъ (4, 8, 16, . . . ) 
и вообш;е сложныя формулы, составленныя изъ этихъ корней и: 
ращональныхъ действхй. 

Построимъ сперва простейшхе квадратные корни: 

X = УаЬ, X = Уа^ + **, ^ = "/«* — **• 

а) Величина х = '^ аЬ есть средняя пропорщональная между- 
а и й, потому что можетъ быть выведена изъ пропорц1и 

а \ X =^ х\Ъ, 

Для построешя ея можно воспользоваться одною изъ двух'ь. 
известныхъ теоремъ: 1) Перпе'идикуляръ, опущенный изъ точки 
окруоюности круга на д1аметръу есть средняя пропорщональная меоюду- 
ошргьзками дгаметра. 2) Хорда есть средняя пропорцгональиия 
между дгаметромъ, проведеннымъ чрезъ одинъ изъ ея концовъ, и раз- 
стоянгемъ этого конгщ отъ ^перпендикуляра^ опущеннаго на дгаметръ. 
изъ другою ея конца. 

Отложимъ на произвольной прямой (фиг. 15,1) длины: Х-В=1г ^^ 
ВС = Ъ, начертимъ полукругъ, имеюп1;1й д1аметромъ ихъ сумму: 
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АС=^а-{-Ъ, потомъ изъ точки Б возставимъ БВ перпендикуляр- 
ную къ АС до встречи съ окружностью. По первой изъ приве- 
денныхъ теоремъ, этотъ перпендикуляръ будетъ искомая величина 
X = УаЪ. 

Чтобы найти X по второй теорем*, возьмемъ между длинами 
а и Ь большую, которая пусть будетъ 
АВ=а (фиг. 15,11) и-отложимъ на ней 
другую АС=^Ъ; потомъ начертимъ полу- 
кругъ, им4ющ1й Д1аметромъ АВ^ возста- 
вимъ къ АВ перпендикуляръ СВ и про- 
ведемъ хорду АВ, которая изобразить 
величину х=^УаЬ, Последнее построеше 
иногда выгоднее перваго, потому что зани- 
маетъ меньше м4ста. 

Ь) Формула X = Уа^ + V выражаетъ 
гипотенузу прямоугольнаго треугольника, у котораго катеты равны 
а я Ъ. Поэтому, если начертимъ прямой уголъ А^ отложимъ на 
его'сторонахъ длины: АВ=^а^ АС=^Ъ ж проведемъ прямую ВС, 
то получимъ СВ = Уа' + 6' = 'ж. 




с) Величина х = Уа^ — V возможна только въ случа* а"> Ъ 
и выражаетъ тогда катетъ прямоугольнаго треугольника, у кото- 
раго другой катетъ есть Ь, а гипотенуза а. 

Для построенхя этой формулы, начертимъ прямой уголъ А^ 





отложимъ потомъ на одной изъ его сторонъ длину АВ = Ь и на- 
чертимъ дугу изъ центра В рад1усомъ а, перес4кающую другую 
сторону прямого угла; зам4тивъ это пересЬчеше (7, найдемъ 

АС = Уа' — Ъ'=х. 

й) Построеше линейной формулы, представляюп1;ей корень ква- 
дратный изъ сложной рац1ональной, можетъ быть приведено къ по- 
строен1Ю рац1ональной формулы и одной средней пропорщональ- 
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ной между двумя изв'Ьстными длинами! Для примера построимъ 
^формулу 



х = \/ а^ 



+ ^^ — ^ (задача П). 



Такъ канъ подкоренное выражен1е есть величина двухъ И8м']^рен1й) 
то можно представить ее произведешемъ двухъ линейныхъ множи- 
телей, изъ которыхъ одинъ произвольный, а другой неизвестный; 
положимъ 

» , 2тп (Ь — а) 
« Н , - = ау; 

с 
отсюда выходитъ 

, 2тп(Ъ — а) 
^ ' са 

Эту рац1ональную формулу построимъ по извЬстнымь правиламъ, 
изложеннымъ выше. Зная у, можемъ построить формулу 



X 



= Уау, 



т.-е. найти среднюю пропорщональную между а я у. 

Когда всЬ члены подкоренного количества суть квадраты, тогда 
можно построить формулу посредствомъ н-Ьсколькихъ прямоуголь- 
яыхъ треугольниковъ. Наприм-Ьръ, для построешя 

х= у^:\Гъ^ — с\ 

лоложимъ а^ + Ь* = У*; отъ этого выйдетъ 

^• = 1/У — с^ 

•Сперва построимъ прямоугольный треугольникъ по катетамъ: а и Ь, 
гипотенуза его будетъ у; посл-Ь того построимъ прямоугольный 
треугольникъ по гипотенуз* у и катету с, другой катетъ посл-Ьд- 
«ЯГО треугольника будетъ величина х. 
Чтобы построить формулу 

X = уаМ, 

построимъ сперва дв'Ь вспомогательныя: 

у = УаЬ, = 1^Ы, 
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т. -е. среднюю пропорц1ональную между а и Ь и среднюю пропор- 
щональную между с и й; поел* того останется построить 

X = т/у V = Уу0. 

Построенхе корня четвертой степени изъ сложной формулы можетъ. 
быть приведено къ предыдущему. Построимъ, наприм4ръ, 



=/'^' 



Положивъ 


а' — 2аЪ* 






вудемъ им4ть 








X = 




а' 
Ъс 


_2Ы 
ас 



Построимъ сп!^рва у по правиламъ для ращональныхъ формулъ^ 
потомъ построимъ 

отчего выйдетъ Ъу = г* и 

X =^ У а'? = Уа0; 

следовательно, останется найти среднюю пропорц10нальную между 
а я 0. 

Такъ же не трудно построить, посредствомъ н-Ьсколькихъ ква- 
дратныхъ корней, корень 8-й, 16-й, и вообще корень степени 2**.. 

Для построен1я 

X = Уп, 

гд* п означаетъ известное неквадратное число: 2,3,5,..., ^1^, 7з> • • • » 
отложимъ на неопределенной прямой дли- 
ну ЛВ^ взятую за единицу, и длину 
^ 67 = АЪ X Щ начертимъ потомъ кругъ 
на дхаметр-Ь АС^ возставимъ перпендику- 
ляръ ВВ и проведемъ хорду АВ, которая ^ ^ 
и б у деть искомая длина х, потому что 

АТУ = У~А.В.АС= -\ГАВ.АВ,п = АВ Ущ а какъ АВ взята за. 
единицу, то 

АВ = Уп = х. 
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Величина х =; Уъ, представленная подъ видомъ 

'будетъ катетъ прямоугольнаго треугольника, котораго гипотенуза 
равна 2, а другой катетъ 1. 

Величина 5?= У 78 есть средняя пропорщональная между 
2 и 7з. 

9. Разсмотримъ теперь построеше корней полныхъ квадратныхъ 
7равнен1й, которыя могутъ быть всегда приведены къ общему виду 

д:' +2>а;4-д-— 0. (1) 

Если X означаетъ линш, то о^ есть величина двухъ изм^решй, 
а потому для однородности ^а? и д' должны также им4ть по два 
изм'Ьренхя; следовательно, р представляетъ положительную или 
^^отрицательную лин1ю, которую означимъ чрезъ ± а, а д положи- 
тельную или отрицательную площадь. Изобразивъ чрезъ Ъ сто- 
рону квадрата, равном*рнаго съ этою площадью, - будемъ им4ть 
^ =: 1±: Ь*. Поэтому уравненхе (1) приводится къ следующему: 

ж* 1±1 ал: :±: Ь' = О 
:и представляетъ четыре случая: 

1) х^ -^ах-\-Ъ^ = О, 

2) а;^ — ал; + 6^ = О, 

3) х^ ^ах — Ь^^ О, 

4) х^ — ах — Ъ^ — 0. 

1) Въ первомъ случа* корни уравнен1я: 



X ^=- 



-^-/(1)-- 



будутъ вещественные, когда > Ь. Допустивъ это, построимте 



/(!)-'■. 



величину I/ \~^) — о\ представляющую катетъ прямоугольнаго 
треугольника, у котораго другой катетъ есть Ь, а гипотенуза -^- 
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Для этого, начертивъ прямой уголъ Л и отложивъ на сторон* его 

длину ЛВ = Ъ, опишемъ рад1усомъ -— - изъ центра В дугу, пере- 

с4кающую другую сторону прямого угла; зам'Ьтивъ пересечете С 
и проведя прямую ВС, получимъ 

следовательно, корни разсматриваемаго уравнешя будутъ: 



с 



ь .в 



А 
Такъ какъ АС < - , (потому что Фиг. 19 

катетъ меньше гипотенузы), то оба 

корня отрицательные. Начертивъ окружность круга радхусомъ 
С Л изъ центра С ц зам4тивъ пересЬчешя ея I) и ^Е' съ прямою 
ЪС, найдемъ 

В1)= СБ—СВ^^ —АС 

БЕ=СВ-{-СЕ= " + ЛС; 

следовательно, 

х = — ВВ и Х — — ВЕ, 

2) Точно также построимъ корни травнетя 

х^ — ад; + Ь* = О, 
а именно: 

-При условш о > ^ они об^ положительные. Найдя величину 
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х = '^—АС = В1). 



3) Уравнеше 



и1Йетъ вещественные корни: 



=-1-|/(|Г+'-- 



первый иоложителъный, а второй отрицательный. 

Для построешя ихъ, найдемъ сперва величину!/ (-) _|- }$\ 

Начертивъ прямой уголъ А, отложимъ на его сторонахъ длины:, 
и провед( 

искомая величина 1 / ( -) + Ь^; поэтому 



АВ =^Ъ, АС = - и проведемъ прямую СД которая и будетъ 



Чтобы найти эти величины, опишемъ окружность круга рад1усом'ъ. 
С А = - изъ центр 
отъ этого выйдетъ 



С А = - изъ центра С и зам-Ьтимъ ея перес4чен1я 7) и ^5' съ С^В;-. 



вв=св—св=св—^ 

ВЕ^СВ-\- СЕ=СВ + ^ 

следовательно, 

а: = Б1) и ж = — ВЕ. 
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4) Наконецъ, въ случае 



ах 



Ъ' = 



им'Ьемъ: 






Построивъ величину ВС = \/ \~Л -\- Ъ* по предыдущему и на 
чертивъ опя1Ъ кругъ ЕАВ, получимъ: 

о 



2 



+ ВС^ ВЕ, 



^=^\-ъс 



=-(^^-1)=- 



вв. 



— * Въ задач* VI мы имЬли уже случай строить корни полнаго ура- 
внешя второй степени. Еще для примера р-Ьпгамъ сл^дуюицй вопросъ: 

Чрезъ данную точку А провести прямую ВВ такъу чтобы 
плоищдь ВСВ, заключающаяся меоюду 
этою прямою и сторонами даннаю пря- 
мого угла С, была равна площади дан- 
наго квадрата с*. 

Для р-Ьшевая вопроса, достаточно 
найти длину СВ, которую означимъ 
чрезъ X. По услов1ю ВСВ = с* им4емъ 



а 



ВС.х = с* или ВС,х = 2с\ (1) 




а~т 



Фиг. 20 



Неизв'Ьстную длину ВС должно выра- 
зить посредствомъ х и данныхъ величинъ. 

Даннымъ положен1емъ точки А определяется длина перпенди- 
куляра АЕ^ опущеннаго на СВ и длина СЕ\ пусть будетъ АЕ = а 
и СЕ = Ъ. Изъ подобхя треугольниковъ ВСВ и АЕВ выходить 



т. -е. 



ВС:СВ = АЕ:ЕВ, 

ВС:х=^а:(х — Ъ), 



I. Сомовъ. — ГвОМвтр1Я. 



0|дШ2ес1 Ьу ^л0051С 



01д1112:ес1 Ьу 



Соо^к 



— 35 — 

которое, по сокращен1и, приведется къ следующему: 

. €^^2аЪ, 

показывающему, что площадь прямоугольника АРСЕ должна быть 
не больше половины площади даннаго квадрата. Въ частномъ слу- 
чае, когда о* = 2аЬ, им-Ьемь 

а; = ш = 26; 

тогда, для р4шешя задачи, стоить только отложить ЕВ^=^СЕ=^Ъ 
и провести прямую чрезъ точки В ж А. Въ самомъ д^л*: отъ этого 
ВС — 2АЕ = 2а и площадь ВС1) = 2аЪ = с'. 

При с* > 2аЪ корни (3) будутъ неравные, и даютъ задач* два 
р-Ьшешя. Легко построить ихъ сл^дующимь образомъ: отложивъ 
ВС = КС = п, проведемъ чрезъ В прямую параллельную СН и 
зам4тимъ точки М ж К, гд* эта прямая пересЬкаетъ окружность 
круга; длины ВМ и ВК будутъ искомый величины х. Въ самомъ 
д*л4: проведя ИЬ перпендикулярпую къ МК и рад1усы 2Ш и 
ПЖ, получимъ въ А М1Н и Л ^NН, 

МЬ^Ш. = У т' — п\ 
потомъ 

ВК=В1 + ЕЖ-=^ш + Ут' — п\ 
ВМ^ ВЬ — МЬ^п — Уш' — п\ 



В. О проекц1яхъ 

10- Необходимымъ иособ1емъ въ приложеши Анализа къ Гео- 
метр1И служитъ теор1я проекщй; поэтому зд-Ьсь изложены главней - 
Ш1Я предложен1я этой теорш. 

Проекцгею точки на данной прямой называется пересгьчеше 
прямой съ перпендгтуляромъ, на нее опущеннымъ изъ точки. 

Проекцгею длины прямой лиши на другой неопред^ьленной прямой 
называется разстоянге между проекигями концовъ этой длины. 

Пусть АБ будетъ данная прямолинейная длина, СВ неопре- 
д-Ьленная прямая, а АА' и БВ перпендикуляры къ СВ; тогда А' 
будетъ проекщя точки А, В проекц1я точки Д и А' В проекция 
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длины ЛБ. Точки ^, В и длина ЛВ называются проектируемыми^ 
прямая С1) осью проектй, а ЛЛ' и ВВ проектирующими перпен- 
дикулярами. 

Должно заметить, что ось проекщй и проектируемая прямая не 
всегда находятся въ одной плоскости. 

Черезъ ЛЛ' можно провести плоскость, перпендикулярную къ 
СВ, и разсматривать проекц1ю А' какъ перес*чен1е этой плоскости 
съ осью СВ] следовательно, проекцгя точки есть также переспи 
ченге оси проекцгй съ плоскостью къ ней перпендикулярною, прове- 
денною чрезъ проектируемую тючку А. Проекц1я А В длины АВ 

есть разстоян1е между плоско- 
стями, проведенными чрезъ А 
и В перпендикулярно къ СВ. 
Такъ какъ эти плоскости па- 
раллельны, то он* везд* равно 
отстоятъ, а потому проекц1я 
О АВ на всякой другой оси С'В\ 
параллельной СО, равна А' В. 
Следовательно, проекщя АВ" 
длины АВ на оси АВ\ па- 
раллельной ОД равна А В'. 
Прямая ВВ" очевидно перпендикулярна къ АВ\ а потому треуг. 
АВВ" прямоугольный и даетъ 

А В' = АВ" = АВ сов (ВАВ"), 

т.-е. проекцгя равна проектируемой длинп>, умноженной на косинусь 

угла, заключающагося между этими двумя прямыми. 

Изобразивъ буквою а проектируемую длину, буквою а' проек- 

ц1ю и знакомъ (аа') уголъ, между ними заключаюпцйся, будемъ. 

им^ть 

а = асо^(аа). (1). 

Эта формула можетъ служить для вычислен1я проекц1й по данной 
проектируемой лиши и по углу, который она составляетъ съ осью 
проекцШ. 

Отъ перем4ны АВ на противоположную ей АЕ, проекщя А В' 
переменится также на противоположную АЕ\ и если величина 
а = А В' входила въ вычислеше, то надобно по правилу знаков'ь. 
переменить ее на — А'Е'. Но н^тъ надобности переменять знанъ 
въ выражеши (1), если подъ угломъ (аа) будемъ подразумеват!.. 



Фиг. 21 
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тупой угодъ ЕАВ"; потому что тогда со8(аа') оаред'Ьлитъ знакъ 
проекц1И. Итакъ, чтобы выражеше 

а =^ а С08 {аа) 

принадлежало положительной и отрицательной проекцш, согласимся 
брать всегда для {аа) острый или тупой уголъ, составленный на- 
правлешемъ проектируемой длины съ прямою, проведенною чрезъ 
ея начало параллельно оси проекц1й и направленною въ одну сто- 
рону съ осью. Отъ перем4ны направлешя оси, уголъ {аа) пере- 
менится на дополнительный до 180°, а со8(аа') переменить знакъ; 
ч^л-Ьдовательно, и проекщя также перем4нитъ знакъ. 

Въ частномъ случае, когда проектируемая лин1я параллельна 
оси проекц1Й, будетъ или {аа) = О, иди {аа) = 180°, смотря по 
тому, им^ютъ ли эти лиши одинаковыя или противоположныя на- 
правлешя; тогда С08 {аа) = ± 1 и а = ± а. 

Въ случай перпендикулярности проектируемой линш къ оси 
проекщй будетъ: {аа) = 90°, со8 {аа) =.0щ следовательно, а = О, 
т. -е. проекцгя прямой па оси кь ней перпендикулярной равна нулю. 

11. Сумма проекцгй прямолинейныхъ частей ломаной лиши на 
данной оси равна проекцш на той же оси прямой, замыкающей 
ломаную лингЮу т.-е. прямой, проведенной отъ начала ломаной 
лиши до конца ея. 

Пусть дана ломаная лишя АВСВЕР (фиг. 22) и ось проекц1й 
Ц тогда очевидно проекд1я А1" замыкающей прямой АЕ будетъ 
равна АБ' + В' С — С'В' + В'Е' + Е'Е\ гд* 

А В' =^ проекд1й АВ = АВ со8 {АВ, I) 
ВС = „ ВС = ВС С08 {ВС, I) 
— С В' = „ СВ= ев С08 {СВ, I) 
В'Е' = . ВЕ=^ВЕ С08 (ВЕ, I) 
ЕЕ' = „ ЕЕ =ЕЕ С08 {ЕЕ, I) 

Поэтому, означивъ длины и направлешя сторонъ ^.Д БС, С В, 
1)Е^ ЕЕ чрезъ а^, а„ аз, «4, а^, а длину и направлеше прямой 
ЛТ^ чрезъ Ь, им^емъ 

Ъ С08 (Ы) = а, С08 {а^) + а, С08 {а^I) -\- а^ С08 {а^) + 

-|- «4 С08 {а]) + «5 С08 («6?). 
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ПеремЬнивъ направлен1е АР на противоположное РА^ которое 
означимъ чрезъ а^, и подразум-Ьвая подъ а^ длину равную Ь, мы; 
можемъ написать нашу формулу въ сл^дующемъ вид* 

^1 С08 («1?) + «2 С08 («2?) + «в С08 (азО + «4 С08 {а^) + 
+ ^6 С08 («5?) = — «6 С08 («еО, 

потому что С08 {Ьх) = — С08 {аъх)\ а отсюда выводимъ 

«1 С08 {а^) + «2 С08 {(ф + «3 С08 (адО + а^ С08 («4?) + 

+ «5 С08 («бО + «6 С08 («бО = 0. 

Это уравнен1е показываетъ, что алгебраическая сумма проекцш 

всгьхъ сторонъ многоугольника 
АБСВЕР равна нулю. 

Очевидно, что эти предло- 
жешя остаются справедливыми 
для какой угодно ломаной ли- 
Н1И и для многоугольника съ 
какимъ угодно числомъ сторонъ. 
Когда даны всЬ стороны 
многоугольника, исключая од- 
ной, и углы, между ними за- 
ключающ1еся, то многоуголь- 
никъ можетъ быть построенъ, 
а следовательно, по этимъ даннымъ можетъ быть определена осталь- 
ная сторона и углы, къ ней прилежащ1е. На основаши доказан- 
наго нами свойства суммы проекц1й сторонъ многоугольника не 
трудно вычислить эти неизв-Ьстныл. 

Пусть: а^у а^, .. . , а^ будутъ данныя стороны, а а^ неизв4стная. 
Положивъ, что «2, ад, ... , а^ направлены въ одну сторону, а а^ 
противоположно, будемъ им^ть 

«1 С08 (а^1) =^ «2 С08 (а,?) + а^ С08 (а^) + . . . + % С08 (а„0, 

какое бы ни было направленхе оси I. Если возьмемъ для этой осп 
направлен1Я самихъ сторонъ и зам^тимь, что 

/. (а^а^) = О, ^ (а^а^) = О, . . . , ^ (а^а^) = А {а^а^) , . . . 




01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



— 39 - 

то получимъ 

0^ = 0^ С08 (а^а^) + а^ сов (отзаО + 

а^ С08 (а^сс^) =^ а^ -{- а^ со8 (адаг) + ... + «^^08 (лп^) 

а^ С08 (а^а^) =^ а, С08 (а^а^) + ^в Н~ • • • + ^« С08 (а^ав) 

а1 сов (а^ап) = а, сов (ога») + а^ сов (авап) + ••• + «»» 



. + а„С08(а«а1) 



(1) 



Помноживъ эти уравнешя соотв-Ьтственно на а^, а„ 
сумму, найдемъ 

а^ = а«, + а»з + ... + а^„+ / 

4- 2а^азС0^(а^а^) + . . . + 2а,а„сов(ааа„) + 
+ ^а^а^, 008 (с7,а„) + • • • , (2) 



, а„ и взявъ 



т.-е. квадрашъ стороны всякаго сомкну- 
тага многоуюльника равенъ суммгь квад- 
ратоеь прочихъ сторонъ, сложенной съ 
удвоенными произведеньями пртиссъ сшо- 
ропъ, перемноженныхъ между собою по 
двп> и на косы/нусьг угловЪу между ними заклкучаюищжя. 
Второе изъ уравнен1й (1) даетъ 




сов {а^а^ = 



«2 + ^3 сов {а^а^ + . . . 4" «п сов («п^г) 

«1 



По этой формул* можно вычислить / {а^а^, когда уже определена 
сторона «1 по уравнешю (2). Такимъ образомъ найдемъ углы, со- 
ставленные стороною а^ съ прочими сторонами. 

По формул* (2) легко вычислить д1агональ параллелепипеда, 
когда даны три смежныя его ребра и углы, между ними заклю- 
чаювцеся. Пусть будетъ въ параллелепипед* ВЕ (фиг. 23) 

АВ = х, ЛС=у,Л1)=:^^ и АЕ=Ь 

^ ВАС = (хуХ / САВ = М, / ВАВ = М- 

Такъ какъ въ параллелепипед* противоположныя ребра равны 
и параллельны, то ВЕ=^у, 1Е = ;ег, / ^ВЕ= {ху\ ^ ЕЕК = (гу) 
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и уголь, составленный направлешемъ ЕР съ направлен1емъ ЛБ, 
равенъ {хе)\ следовательно, по формул* (2) им4емъ 

0^ = ж* ■+- У* + ^' + 2жу С08 {ху) + 2у0 С08 (у;8?)+ "^^Х С08 {8х\ (3) 

т.-е. квадратъ дгагонали косоугольнаго параллелепипеда рсменъ сумм?ь 
пвадратовъ трехъ смежныхъ реберъ, сложенной съ удвоенными про- 
изведенгями этихъ реберъ^ перемноженныхъ по дв и на косинусы 
угловъ, между ними заключающихся, 

Въ частномъ случае, когда параллелепипедъ прямоугольный, 
им-Ьемъ: 

(ху) = 90^ (у0) = 90^ М = 90^ 

С08 (оау) =^ О, С08 (у0) = О, С08 {0х) = О, 

И следовательно, 

Ь' = х' + у' + 0\ Щ 

что впрочемъ легко вывести прямо, а именно: треугольникъ А1^Е 
даетъ 

а треугольникъ ЛБЕ 

АЕ' ^х' + у'- ^ 
поэтому 

§^ = гг^ + у' + г\ 

Проекщи длины прямой на трехъ взаимно - перпендикуляр- 
ныхъ осяхъ им^ють свойство, что сумма квадратовъ эти^осъ проек- 
цШ равна квадрату проектируемой лиши. 

Пусть будетъ ЛЕ = 5 длина, проектируемая на три кашя ни- 
будь взаимво-перпендикулярныя оси. Гд-Ь бы ни были помещены 
эти оси, можно заменить ихъ осями: ЛВ, ЛС, Л1), имъ параллель- 
ными, проведенными чрезъ начало длины АЕ, Проведя плоскости 
чрезъ эти оси и три друпя имъ параллельныя чрезъ точку ^Р, 
составимъ прямоугольный параллелепипедъ, въ которомъ д1агональ 
будетъ проектируемая длина ЛЕ, а ребра ЛБ, ЛС, Л1) проекщи 
ЛЕ на данныхъ осяхъ, взятые съ + или — ; поэтому, означинъ 
проекц1И ЛЕ на данныхъ осяхъ чрезъ х, у, 0, будемъ им-бть 
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<5Л'Ьдовательно, кьадратъ ироектируемой длины равенъ сумм* ква- 
дратовъ ел проекд1Й. Такъ какъ зд-Ьсь 



а; = 6 сов (Ьх\ у = 8 со8 (8у), йг = о со8 (00), 



то 



(^ V Л/ X 

О |/ ^2 + У^ + ^^ 

С08 (оу) = - = ,. . ^ , 

С08 Ш) = -^ = ^ : 

Ух' + у'^^ 

ч^П'Ьдовательно, косинусы угловъ, составляемыхъ прямою .съ тремя 
взаимно-перпендикулярными осямщ равны соотегьтственнымъ проек- 
цгямъ на этихъ осяхъ, раздгьленнымъ на квадратный корень изъ 
-суммы квадратювь проекцш. 

Взявъ сумму квадратовъ этихъ косинусовъ, найдемъ 



С08' (Щ + С08' (6у) + С08^ (ОЯ) 



х'+у' + 0\ 



1, 



х'+у'+0' 

т.-е. сумма квадратювъ косинусовъ угловъ^ составляемыхъ прямою 
'Съ тремя взаимно-перпендикулярными осями, равна единицгь. 
Введя синусы вместо косинусовъ, получимъ 

1 — 8111* (ох) + 1 — 81П' (оу) + 1 — 81п* (о^) = 1 

или по сокращеши 

8т' (Ьх) + 8Ш' (оу) + 81П* (о^) = 2, 

т.-е. сумма квадратовъ синусовъ угловъ, составленныхъ прямою съ 
щремя взаимно-перпендикулярными осямщ равна двумъ. 

12. Ироекцгею точки на данной плоскости называется пересЬ- 
чее1е этой плоскости съ пер- 
лендикуляромъ, на нее опу- 
щеннымъ изъ точки. 

Проекцгею линги АВ на пло- 
'Скости Р^ называется лингя 
Л'В', на которой находятся 
лроекцш всЬхъ точекъ лияш ф^^, 24 

АВ такъ, что если на АВ возь- 
:мвмъ произвольную точку М и опустимъ изъ нея перпендику- 




0|дШ2ес] Ьу ^л0051С 



— 42 — 

ляръ на плоскость Р^, то конецъ перпендикуляра М' будетъ- 
на лиши Л'Б\ 

Проекцгею пмщади ЛВСВ (фиг. 25) на плоскости Р^ называется 
площадь АВ'С'В\ въ которой находятся проекцги всп>хъ точекъ плю- 
щадиЛВСЮ. Очевидно, что линш, ограничивающ1я эту проекщю, 
суть проекщи лиши, ограничивающихъ проектируемую площадь. 

Перпендикуляры, проектируюпце лишю ЛВ (фиг. 24), соста- 
вляютъ цилиндрическую поверхность, которая со всякою плоскостью,, 
параллельною Р^^ пересекается по лин1и соверпгенно равной Л'В'^ 

.В 

В 





Фиг. 25 



Фиг. 26 



поэтому проекщя лиши не изменится, если перем*нимъ плоскость 
проекц1й на другую ей параллельную. То же справедливо и для: 
проекц1и площади. 

Проекцгя длины прямой линш на плоскости равна проектируе- 
мт длингь, умноженного на косинусъ угла наклоненгя прямой къ пло- 
скости. Въ самомъ д^л*: если Л' В' (фиг. 26) есть проекц1я длины 
ЛВ на плоскости Р^, то она есть также проекщя этой длины на 
прямой СВ\ а потому 

АВ' -=^АВ(^о^{ВСВ'\ 

гд4 уголъ ВСВ' изм*ряетъ наклонен1е прямой АВ къ плоскости Р^^ 

1 3. Проекцгя плотцади равна проектируемой площади, умножен- 
ной на косинусъ угла^ заплклсаюгцагося между плоскостью проекцШ 
и плоскостью проектируемой фигуры. 

Докажемъ сперва это предложеше для треугольника. Для удоб^ 
ства доказательства перенесемъ плоскость проекщй въ ближайшук> 
къ ней вершину треугольника, которая пусть будетъ ^.; при этомъ. 
могутъ быть два случая: 1) одна изъ оставшихся вершинъ, напр. 
Д лежитъ также въ плоскости проекц1и, или 2) об* вершины ^В 
и С находятся вн-Ь этой плоскости. Допустивъ первый случай (фиг. 27)^ 
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опред'Ьлимъ С, проекщю точки С, и проведемъ прямыя АС и 
ВС'\ отъ этого получимъ треугольннкъ АС'В, представляющй 
проекщю треугольника А]^С. Проведемъ еще плоскость СВС\ 
перпендикулярную къ АБ; въ перес^чеши ея съ плоскостями двухъ 
треугольниковъ, мы получимъ дв* прямыя С1) и С В, которыя^ 
очевидно, перпендикулярны къ АБ и, следовательно, представляютъ 
высоты треугольниковъ, при общемъ основанш АВ; поэтому 

площ. АС'В =\аВ. СП, . 

площ. АВС =\аВ. СВ, 
а такъ какъ С'В есть ироекщя длины СД то 
С'2)= СВ. сов [СВС) 



и следовательно, 
площ. ЛВС = 1лВ.СВ. С08(СВС') 



площ. АВС, СОН (СВС). 



Зд^сь уголъ СВС изм4ряетъ двугранный уголъ, заключающ1йся 
между плоскостями АВС и АВС. 

Положимъ теперь, что вершины В я С ве лежатъ въ плоскости 
проекдШ (фиг. 28). Сверхъ того можно допустить, что прямая ВС не 

С 

7^ г—^^-^^ 7« 





Фиг. 27 



Фиг. 28 



параллельна этой плоскости; потому что въ противномъ случа* мы 
могли бы заменить плоскость проекд1Й другою, проведенною чрезъ 
ВС, и такимъ образомъ возвратились бы къ первому случаю. Поло- 
жимъ, что прямая ВС пересЬкаетъ В^ въ 2), и пусть В' и С 
будутъ проекц1и точекъ В я С. Тогда 

АВС будетъ проекд1ею АВС, 
АВВ' „ „ АВВ 



АВ'С 



АВС 
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У двухъ первыхъ проектяруемыхъ площадей вершины. ^. и 2) ле- 
жать въ плоскости проекщй, а потому он* подходить подъ пер- 
вый случай; следовательно, означивъ чрезъ а уголь наклоненхя 
плоскости ЛВС кь АВ'С\ им-Ьемь 

ЛВС = ЛВС. со8 ос, 

АВВ' = АВВ . со8 ос; 
ютсюда выходить 

АВС — А1)В' = {АВС — АВВ) соз а 
или 

АВ'С = АВС. С08 а. 

Итакь, во всякомъ случае проекц1я площади треугольника равна 
проектируемой площади, умноженной на косинусь двуграннаго 
угла, заключающагося между обеими площадьми. Легко распростра- 
нить это предложен1е на всяк1й многоугольникь. 

Пусть будеть многоугольникь Р, а Р' его проекц1я. Разложивъ 
Р Д1агоналями на треугольники: Т, Т\ Т'\ . .. и опред^ливь про- 
екц1и д1агоналей, мы разложимь также площадь Р' на треуголь- 
ники: ^, 1\ Г, . . . , которые, очевидно, будуть проекд1и треугольни- 
ковь: Т, Т\ Т\ . . . ; поэтому, если изобразимъ чрезь а двугран- 
ный уголь, заключающ1йся между плоскостями многоугольниковъ 
Р и Р', то получимь 

^=ТС08 0С, ^'=Т'С08а, г = Т" СО8 0С, ... 

Взявь сумму этихь величинь, найдемь 

г + г' + г" + ... = {т-\- г + т' + ...)со8ос, 

или 

Р' =1 Р С08 ОС, 

что требовалось доказать. 

Такь какь площадь, ограниченную кривыми лишями, можао 
принять за прямолинейный многоугольникь сь безконечно-мальми: 
сторонами, то доказанное предложен1е относится ко всякой криво- 
линейной площади. 

— * 14. Алгебраическая сумма проекцгй на данной плоскоспггь 
граней со всгьхъ сторонъ ограниченнаго многогранника равна нулю. 

Представимъ себ4 на данной плоскости проекцгй вс^хъ ребер'ъ 
многогранника; он4 будуть ограничивать площади, который соста- 
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вляютъ проекщи вс4хъ граней многогранника. Возьмемъ между 
этими площадьми одну р, такую, которая не заключала бы внутри 
себя проекщи какого-либо ребра и построимъ на ней неопреде- 
ленную прямую призму. Эта призма, входя въ многогранникъ, обра- 
зуетъ на его поверхности площадь «1; потомъ, выходя изъ много- 
гранника образуетъ площадь ^а; посл4 того она опять можетъ войти 
въ многогранникъ, и образовать на поверхности его площадь 5з, 
и выходя опять изъ многогранника, образовать площадь 5^ и т. д. 
Такъ какъ многогранникъ со всЬхъ сторонъ ограниченъ, то, сколько 
разъ призма войдетъ въ пространство, имъ занимаемое, столько же 
разъ она должна изъ него выйти; сл'Ьдовательно, на поверхности 
многогранника образуется четное число площадей: ^1, ^а, 5з, ^4, . . . , 
которымъ взятая за основан1е призмы площадь р служитъ общею- 
проекщею; следовательно, р равна каждой изъ 
площадей «1, ^з, 5,, 8^, . . . , умноженной на коси- 
нусъ остраго угла, ею составляемаго съ плоскостью 
проекц1Й. Чтобы выразить это услов1е, возставимъ 
къ каждой изъ площадей «1, «2, . . . перпендику- 
ляръ, направленный во внешнее пространство, и 
означимъ черезъ щ, щ, щ, ., , эти направлен1я, 
а черезъ х направлеше одной изъ производящихъ 
проектирующей призмы; если направлен1е х соот- 
в*тствуетъ порядку, въ которомъ расположены 
площади «1, 5„ . . . , то / (щх) будетъ тупой, / {щх) 
острый, ^ (п^х) опять тупой и т. д.; вообще ^ (п^х) Фиг. 29 

будетъ тупой, когда значекъ т нечетный, и острый 
при т четномъ, т.-е. тупой, когда х входить въ многогранникъ и 
острый, когда X выходитъ изъ многогранника; поэтому 

р = — «1 С08 (ЩХ) =: -|- 5, сов (ЩХ) = — 5з С08 (щх) = . . . ; 

•тсюда выводимъ, что 

«1 сов (п^х) + «2 сов (щх) + «8 сов (щх) Н- . . . + 5„, сов (п-тх), 
гд-Ь т означаетъ число всЬхъ площадей «1, 8^, ..., приводится къ. 

— р+р—р-\г ... = 0. 

Если это заключенхе распространить на вс4 площади р, составляю- 
шДя лроекцхи всЬхъ граней многогранника, то найдемъ, что сиге- 
ораичеспая сумма проепцгй всгьхъ граней многогранника равна нулю^ 
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Пусть «1, а,, . . . будутъ всЬ грани многогранника, а гг^, щ, ^ . . 
вн4шше къ нимъ перпендикуляры, то 

а^ сов {щх) + «2 С08 {п^) -{-.,,■=■ О, 

Если для щ возьмемъ направлеше противоположное, то будемъ 
им'Ьть 

а^ 008 {щх) = а^ со8 (щх) -[-... 

т. -е. проекцгя одной грани ограничениаго многогранника равна суммт 
проекцгй осшальныхъ граней. Отсюда можно вывести т4 же предло- 
жешя, которыя мы вывели въ § 11 -мъ для проекцш прямыхъ лп- 
Н1Й. Но для этой д-Ьди удобн-Ье будетъ заменить пр0екц1и площа- 
дей проекпдями лиши, имъ пропорд1оналъныхъ. Представимъ себ-Ь 
на перпендикуляр* п^ длину, отложенную по направлешю щ и за- 
ключающую столько линейныхъ единицъ, сколько содержитъ квад- 
ратныхъ единицъ площадь а^, и означимъ эту длину также буквою 
а^\ потомъ чрезъ конедъ длины а^ проведемъ прямую параллель- 
ную перпендикуляру щ, въ одну сторону съ нимъ направлен- 
ную, и отложимъ на ней а^ линейныхъ единицъ отъ конца длины 
а^, и т. д. Такимъ образомъ получимъ многоугольникъ, котораго 
стороны ^1, «2, . . . пропорщональны гранямъ многогранника и къ 
нимъ перпендикулярны. Этотъ многоугольникъ необходимо замы- 
кается, потому что алгебраическая сумма проекщй его сторонъ на 
всякой прямой X равна нулю. * — 

15. [1роекц1и площади на трехъ взаимно-перпендикулярныхъ 
плоскостяхъ им4ютъ такое же свойство, какъ проекц1и длины на 
трехъ перпендикулярныхъ осяхъ, т.-е. сумма квадратовъ проекгфы 
равна квадрату проектируемой площади. Пусть будутъ взаимно - 
перпендикулярныя площади: гОу, гОх, хОу и четвертая плоскость, 
въ которой находится площадь Р. 

Означивъ 

чрезъ X проекцш Р на плоскости ^Ог/, 

1В. 

2 „ Р „ хОу 

и проведя прямую 01, перпендикулярную къ плоскости, въ которой 
взята площадь Р, мы найдемъ, что уголъ (1х) изм-Ьряетъ двугран:- 
ный уголъ между плоскостями Р и ^0«/, къ которымъ прямыя О? 
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ж Ох соотв-Ьт^твенно перпендикулярны; также (1р) есть м^ра угла 
двухъ плоскостей Р и ^Ох^ а (?^е^) м4ра угла плоскостей Р и ^Оу; 
поэтому 

X = 1^ Р С08 Ох), г == 1:^ Р С08 (1у\ ^ = ± Р ео8 (г^), 

гд-Ь + отв-Ьчаетъ острому углу, а — тупому. Взявъ сумму ква- 
дратовъ этихъ величинъ и обр.ативъ вниман1е на услов1е 

С08*(гл;) + С08* {1у) + СО8^0;2?) — 1, 

<см. § 11), найдемъ 

_Х' + 1Г + 2' = Р' [со8* {1а) + 008^ (1у) + со8» (Щ = Р' 
отсюда 



ОТДФЛЪ ы 

ПриложвН1в анализа къ изелЪдованш геомв- 
трйчеекихъ м'Ьетъ на пловкоети 

А. Общ1я П0НЯТ1Я о геометрическихъ м-Ьстахъ вообще 

16, Геометрхя им-Ьетъ предметомъ не только изм'Ьрен1е или 
вычислеше протяженШ, но также опред'Ьленхе фигуръ протяженхй 
и относительныхъ ихъ положен1й въ пространств*. Способы для 
изсл'Ьдован1я фигуръ протяжен1й должны предшествовать способамъ 
для ихъ изм'Ьрен1я, потому что посл-Ьдихе зависятъ отъ фигуръ 
протяжешй. 

При изсл-Ьдоваши фигуры протяжен1я, его разсматриваютъ какъ 
общее м'Ьсто точекъ, им^ющихъ одно свойство, по которому эти 
точки отличаются отъ точекъ, не принадлежащихъ протяжеюю. 
Наприм4ръ, поверхность шара есть обп],ее м'Ьсто точекъ, удален- 
ныхъ отъ центра на одномъ разстоян1И, равномъ рад1усу. Разстоя- 
Н1е отъ центра всякой точки, взятой внутри шара, меньше рад1уса, 
а для точки, взятой вн* шара, это разстоян1е больше радиуса. При- 
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бавивъ къ этому условхе, что точки лежатъ въ одной плоскости^ 
проведенной чрезъ дентръ, получимъ свойства, принадлежащ1я: 
1) точкамъ окружности круга, 2) точкамъ, находящимся внутри 
круга и 3) точкамъ, лежащимъ вн-Ь круга. 

Поверхность прямого цилиндра, им'Ьющаго основая1емъ кругъ, 
есть общее мЬсто точекъ, равно-удаленныхъ отъ оси цилиндра. 
Поверхность прямого конуса есть общее м4сто точекъ, им4ющихъ 
то свойство, что прямыя, соединягощ1Я эти точки съ вершиною 
конуса, составляютъ равные острые или тупые углы съ осью 
конуса. Точки, принадлежащхя одной плоскости, им4ютъ то свой- 
ство, что прямыя, соединяющая ихъ съ одною изъ точекъ пло- 
скости, перпендикулярны къ одной прямой, проведенной чрезъ 
эту точку. 

Поверхности можно разсматривать,- какъ общ1я м-Ьста линхй. 
Наприм'Ьръ, поверхность шара есть общее м'Ьсто окружностей кру- 
говъ, им'Ьющихъ общШ д1аметръ. Поверхность прямого кругового 
цилиндра есть общее м-Ьсто прямыхъ, параллельныхъ съ осью и 
равно отъ нея удаленныхъ. Поверхность прямого конуса есть общее 
м-Ьсто прямыхъ, проходящихъ чрезъ вершину и составляющихъ рав- 
ные углы, острые или тупые, съ осью. Плоскость есть обп1?ее м^сто 
перпендикуляровъ, возставленныхъ изъ одной точки къ одной 
прямой. 

Когда известно общее свойство точекъ или лин1й, принадле- 
жащихъ протяжен1Ю, тогда мы въ состоян1и начертить протяжен1е 
въ самомъ дЬл'Ь, или вообразить его вачертаннымъ непрерывнымъ 
движешемъ точки или лин1и. Наприм'Ьръ, мы чертимъ окружность 
круга, заставляя точку двигаться такъ, что она во время движен1я 
не изм'Ьняетъ своего разстояюя отъ центра. Поверхность шара 
мы производимъ обращен1емъ окружности круга около своего д1а- 
метра. Объемъ шара можно представить себ-Ь, какъ пространство, 
пройденное площадью круга, обращающагося около дтаметра. 

Если мы не въ состоян1и въ самомъ д'Ьл'Ь начертить протя- 
жен1е непрерывнымъ движешемъ точки или линш, то изображаемъ 
рядъ точекъ или лин1Й, настолько между собою сближенныхъ, 
чтобы можно было составить себ* ясное представленхе о фигур* и 
о положенш протяжен1я. Для примера начертимъ дугу круга, осно- 
вываясь на СВОЙСТВ*, что углы, вписанные въ одну дугу круга, 
между собою равны. Для этого н'Ьтъ надобности знать, гд-Ь нахо- 
дится центръ дуги. Пусть будутъ Л, С, Б три данныя точки, чрез-к 
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которыя должно провести дугу круга. Чтобы получить новую точку 
этой дуги, проведемъ произвольную прямую ^.^и начертимъ при точк'Ь 
Б уголъ СЖР равный углу САЕ; въ пересЬченхи прямыхъ ЛЕ и 
БГ получимъ искомую точку С\ потому что точки А ж В, какъ 
вершины равныхъ угловъ С АС и СБС\ должны находиться на 
одной окружности круга съ точками С я С\ чрезъ которыя про- 
ходятъ стороны этихъ угловъ. Также найдемъ друпя точки раз- 
сматриваемой дуги: С", С"\ . . . Соединивъ вс* эти точки непре- 




Фиг. 30 




рывною чертою, получимъ изображеше дуги, которое т4мъ ближе 
будетъ подходить къ истинному, ч4мъ больше точекъ: А, С'\ 
(7, С\ С\ В, 

Подобнымъ образомъ можно начертить прямую, основываясь на 
общемъ свойстве ея точекъ. Положимъ, наприм-Ьръ, что даны дв^ 
перес'Ькаюш.гяся прямыя АВ и СВ\ но точка ихъ перес4чешя не- 
доступна, иди не пом'Ьпхается на чертеже, а между т'Ьмъ требуется 
провести чрезъ это пересЬчеше и данную точку Е третью прямую. 
Последнюю можно начертить по точкамъ, (напр., на земл* прове- 
шить кольями или вехами), основываясь на свойств*, что дв* па- 
раллельныя прямыя разд'Ьляются на пропорщональныя части тремя 
прямыми, перес4каюп1;имися въ одной точк*. Проведемъ ЕА и 
параллельную ей ОЩ потомъ на продолжеши последней отложимъ 
длину Н^у определенную услов1емъ 



Н^:^Н= СЕ: АС; 



(а) 



отъ этого получимъ точку ^, находящуюся на искомой прямой. 
Прямая, проведенная чрезъ ^ т Е будетъ искомая. Можно назна- 
чить по изложенному способу еще друйя точки этой прямой: ^\ 
^'\ . . . ; рядъ этихъ точекъ представитъ прямую. 

17. Уравнеше, выражающее общее свойство точекъ лин1и или 
поверхности, называется уравненгемъ линги или уравнтгемъ поверх- 
иостщ а сама лин1Я или поверхность — геометрическимъ мгьстомъ 

I. Сомовъ,— Геомвтр1я. ^ 
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ея точекъ. Такъ, въ досл^днемъ прнм4р4, ихзопорщя (а) есть ура- 
внеше прямой ЕХ Положивъ Йе7^= х, Сг11=^ у, СЕ=^ а, ЛС=^Ь, 
имЬемь 

X : у =^ а :Ъ 

или 

Ъх = ау. 

Зд'Ьсь а и Ъ постоянный величины, а х в у перем'Ьнныя; он* изме- 
няются отъ перемены м^ста точки X, которую он-Ь опред-Ьляютъ. 
Величины, определяющая положенхе точки геомет^зическаго 
места, называются координатами шочекъ] поэтому х ж у суть коор- 
динаты точки X Въ первомъ примере (фиг. 30) построения дуги 
круга, за координаты точки С можно взять разстояшя АС и ВС 
Положивъ АС = Ху ВС = у, АВ = а, и А АС В = С, въ тре- 
угольник* АВС найдемъ уравнеше 

х^ -]- у* — 2ху С08 с = П^у 

принадлежап1.ее дуг4 круга АСВ, Зд^сь х я у суть координаты. 

Изъ приведенныхъ нами прим^роБъ можемъ уже заключить, 
что уравнешя лиши и поверхностей должны служить основашемъ 
въ приложен!!! Анализа къ изследовашю этихъ протяжешй. 

Лин1и могутъ . быть разделены на два разряда: 

1) Плосшя, у которыхъ все точки лежатъ въ одной плоскости, 
такъ что плоскость, проведенная чрезъ три произвольныя точки 
лин1и, проходитъ чрезъ все проч1я; 

2) Неплоскгя или ьюсыя, у которыхъ не все точки лежатъ въ 
одной плоскости. 

Определен1е точекъ и лин1й въ пространстве можно, посред- 
ствомъ проекд1й, привести къ определенш точекъ и лин1й въ пдо- 
скостяхъ. Въ самомъ деле: если намъ даны проекц1и точки на 
двухъ взаимно-перпендикулярныхъ плоскостяхъ, то мы узнаемъ 
проектируемую точку, определивъ пересечен1е двухъ перпендикудя- 
ровъ, возставленныхъ изъ данныхъ проекц1й къ плоскостямъ про- 
екц1й. Поэтому можно определить лин1ю въ пространстве, когда 
даны ея проекд1и на двухъ взаимно-перпендикулярныхъ плоско- 
<тяхъ. 
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в. Опред'Ьлеже положения точки на плоскости. Уравнен1е прямой лиши. 
Задачи на прямую лин1Ю и точку. 

18. М-Ьсто точки М на плоскости обыкновенно определяется 
разстоян1ями этой точки, МА и ЖД отъ двухъ данныхъ, взаимно- 
перпендикулярныхъ прямыхъ Ох л Оу, Разстоянхя МА и МБ, 
или равныя имъ ОВ и О А, называются пря- 
моуюльными координатами точки Ж. Пря- 
мыя Ох и Оу, неопредъленно продолженныя 
въ обе стороны, называются осями коорди- 
натъ, а иерес4чен1е ихъ О — началомъ коор- 
динйтъ. 

Если вместо прямого угла у Ох будетъ 
взять острый или тупой, а вместо перпен- 
дикуляровъ АМ и ВМ — дв* лрямыя, па- Ф"^- '^'^ 

раллельныя сторонамъ этого угла, то АМ и 

ВМ, или равныя имъ ВО и О А, называются косоугольными коор- 
динатами Ж Для опред'Ьлен1я помощью координатъ м^ста точки 
Ж, должно отложить по осямъ Ох и Оу длины ОА и ОВ и про- 
вести чрезъ точки А я В параллельно осямъ дв4 прямыя, кото- 
рый пересекутся въ точке Ж. Можно определить точку Ж еще 
следу ющимъ способомъ: отложить на оси Ох длину ОА, провести 
потомъ чрезъ А прямую, параллельную другой оси Оу и отложить 
длину АМ, равную ОВ; конецъ АМ определить место точки Ж; 
или, отложивъ ОД провести чрезъ В' прямую, параллельную оси Ох 
и взять ВМ^ равную ОА. Одна изъ координатъ, преимущественно та, 
которая прежде откладывается на соответственной оси, называется 
абсциссою, а другая — ординатою, Соответственныя имъ оси назы- 
ваются: осью абсциссъ и осью ординатъ. 

иоложимъ, что Ох есть ось абсциссъ и означимъ вообще бук- 
вою а? абсциссу какой-нибудь точки, а буквою у — соответственную 
ординату. Услов1е, что точка Ж определена координатами ОА и 
ОД можно выразить двумя равенствами: 

X = ОА, у = ОД или X =^ а, у = Ъ^ 

гд4 подъ а и Ъ подразумеваются числа, выражающая длины ОА 

и о:в. 

Кроме величинъ координатъ а и Ъ, надо знать еще сторону, 

4* 
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въ которую он4 отложены отъ начала координатъ по осямъ, по- 
тому что по даннымъ величинамъ а и Ъ можно, кром-Ь точки Ж, 
найти еще три точки. Въ самомъ д4л*, отложивъ ОЛ' = ОЛу 
ОБ' = ОБ, проведя чрезъ точки Л' и Б' параллельныя осямъ, 
найдемъ въ пересЬченхи этихъ прямыхъ между собою и съ продол- 
жешями МБ ж ЖА три точки: Ж\ Ж\ Ж\ у которыхъ коорди- 
наты будутъ равны соответственно координатамъ точки Ж. Въ вы- 
числен1яхъ координаты четырехъ точекъ Ж, Ж\ Ж\ Ж" разли- 
чаются знаками + и — . Если въ формулу входятъ х ж у такъ,. 
что для точки Ж должно положить 

X = о А :== а, у^=^ ОБ = Ь, 

то, для приложен1я той же формулы къ координатамъ точки Ж "- 
должно, по правилу знаковъ § 2, положить 

X = — а = — ОЛ', у = Ь. 

Зд^Ьсь X будетъ величина отрицательная, потому что ОЛ' им-Ьеть. 
направлен1е обратное относительно ОЛ. 

Для точки Ж", подобнымъ образомъ будетъ 



а для точки Ж'" 



х = — а, у --^'- — Ь\ 
X = а, у =^ — Ь. 



Итакъ, равенства: 

X =^ а, у = Ь опред-Ьляютъ точку Ж, 

х = — а, у = Ъ „ „ М\ 

х = — а, у = — Ъ „ „ Ж", 

X = -\- а, у = — Ъ „ „ Ж'", 

Знаки координатъ всегда покажутъ сторону, въ которую должна 
отложить по осямъ длины координатъ. 

Для точки, находящейся на одной изъ координатныхъ осей, 
координата, означающая разстоянхе точки отъ этой оси, равна 
нулю; такимъ образомъ 



для точки 


л . 


..« = «, 


у = о 


»> Г) 


Л' . 


.. х^ — а, 


у = о 


Г) У) 


в . 


..х = 0. 


У = Ъ 


•П Г) 


В' . 


..х — а, 


У^~Ь 



N 

\ 
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а для начала координатъ, т.-е. для точки О 

Впосл'Ьдств1и мы будемъ для сокращенхя означать точку М, 
определенную координатами х ш у, знакоположен1емъ (х^у). 

Координаты разныхъ точекъ какой-либо лиши должны удовле- 
творять одному уравнешю, которое и будетъ уравненге линги. Оно 
выражаетъ общее свойство точекъ, находящихся на линш. 

Ординаты всЬхъ точекъ, находящихся на оси абсциссъ Ох 
равны нулю; поэтому у = О есть уравненге оси абсциссъ. Точно 
также уравненхе х = О принадлежитъ оси ординатъ, 

У вс*хъ точекъ прямой ММ"' у параллельной оси Оу и продол- 
женной неопределенно, абсцисса ОЛ = а есть общая; поэтому х =^ а 
есть уравнеше прямой лин1и ММ'", параллельной оси ординатъ. 
У вс-Ьхъ точекъ прямой ММ', параллельной Ох и неопреде- 
ленно-продолженной, ордината ОБ = Ъ есть общая; следовательно, 
уравненхе у =^Ъ принадлежитъ прямой ММ', параллельной оси 
абсциссъ. Уравнен1е х = — 1 принадлежитъ прямой М'М", кото- 
рую найдемъ, отложивъ въ сторону отрицательныхъ абсциссъ длину 
ОА', равную линейной единице, напримеръ, одному дюйму, и про- 
ведя чрезъ точку Л' лишю, параллельную оси ординатъ. Уравне- 
нге I/ = — 2 принадлежитъ прямой Ж"Ж"*, которую найдемъ, отло- 
жввъ въ сторону отрицательныхъ ординатъ длину ОВ', равную 
двумъ линейнымъ единицамъ, и проведя чрезъ точку В' парал- 
лельную оси абсциссъ. 

19. При осяхъ прямоугольныхъ, для всякаго положен1я точки 
Ж координаты ея х е у суть проекщи на осяхъ прямой, прове- 
денной изъ начала координатъ въ точку М, т.-е., если означимъ 
эту проектируемую лишю чрезъ г, то 

X = г С08 (гх), у= г сов> (гу), 

где направлен1я х ж у взяты въ ту сторону, куда условились от- 
считывать положительный координаты. Здесь знаки координатъ 
определяются знаками сов(гх) и сов (гу) и согласуются съ преды- 
дущимъ правиломъ. 

Пусть будутъ две точки М{х,у) и М'(х,у'). Соединивъ ихъ 
между собою и съ началомъ координатъ, получимъ 

проекщя ОМ =^ пр. ОМ' + пр. М'М 
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или 

проекщя М'М = пр. ОМ — пр. ОМ'; 

следовательно, положивъ М'М = г и взявъ направлен1е этой пря- 
мой отъ М' къ Ж, будемъ имйть 

V м 



уН 



О 



г С08 (гх) = а? — х; г со8 (гу) = г/ — у\ 

т. -е. проекщи какого-нибудь отргьзка г на осяхъ 
Ъ\ Р' Р ^ координатъ суть разности между координатами 
конца этого отргьзка и еоотвгьт^твенными коорди- 
Фиг. зв натами начала. 

Это заключеше можно отнести и къ осямъ ко- 
соугольньмъ, если условиться называть косоуголь- 
ною проекц1ею точки на одной изъ осей пересЬчете этой оси съ 
прямою, проведенною черезъ точку параллельно другой оси, а ко- 
соугольною проекщею прямой М'М разстоян1е проекцхи точки М 
отъ проекцхи точки Ж'. 

Въ случа4 осей прямоугольныхъ / (гу) = 90° — А (гх), или 
^ (гу) = ^ (гх) — 90°, поэтому со8 (гу) = 81П (гх) и, следовательно, 

X — X = г С08 (гх), у — у' = г 81п (гх), 

20. Если чрезъ точки М(х, у) и М' (х, у) проведемъ прямыя> 
параллельный осямъ координатъ, то составимъ треугольникъ 
М'^М, котораго стороны суть: длина М'М и длины проекщй ея 
на осяхъ, т.-е. разности координатъ: х — х и у — у'. Поэтому 
при осяхъ прямоугольныхъ будемъ им^ть 

г' = (х-хУ + (у-у')\ , (1) 

т.-е. квадратъ разстоятя между двумя тючками равенъ суммгь 
квадратовъ изъ алгебраическиосъ разностей меоюду соотвгьтственньгми 
координатами конщвъ прямой. 

Положивъ л;' := О и у =10, получимъ 

г = ОМ, г^ = х^ + у\ (2> 

Если оси координатъ косоугольныя и 6 означаетъ уголъ между 
направлешями положительныхъ координатъ, то уголъ М(^Ж бу- 
детъ 180° — О, когда разности х — х и у — у положительный; 
тогда 

г^ = (^-^7 + (У—УУ Л-'^(х — х) (у— у) СО8 0. (3) 
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Но легко удостовериться, что эта формула справедлива и для вся- 
каго положен1я точекъ М и М\ если для коо])динатъ этихъ то- 
чекъ мы будемъ соблюдать правило знаковъ. 

Для разстояшя М отъ начала координатъ надобно положить 
ж' = О и у' = 0; тогда г = ОМ и 

г' = х^ + у^+2ху(^о^Ь. (4) 

Если въ уравнеши (3) будемъ разсматривать г, х\ у\ С08б 
какъ постоянный, а а? и у какъ перем'Ьнныя, то всЬ точки, кото- 
рыхъ координаты х ж у удовлетворяютъ этому уравнешю, принад- 
лежать окружности круга, имЬющаго центръ въ М' (х\ «/'), а ра- 
Д1усъ г; следовательно, уравнеше (3) есть уравнеше этой окружности. 

Уравнеше (1) принадлежитъ окружности круга, отнесеннаго къ 
прямоугольяымъ координатамъ; уравнен1я (2) и (4) принадлежать 
окружности круга, им^ющаго центръ въ начал* координатъ. 

21. Зная координаты вершинъ даннаго многоугольника, легко 
вычислить его площадь. 

Сперва найдемъ выражеше площади у 
параллелограмма АВСВ по даннымъ коор- 
динатамъ трехъ вершинъ: 




А{х,у\ В{х\у'\ С{х"УУ 

Положимъ ЛВ =^г, АС = г я означимъ 
чрезъ ос и а' углы, составляемые этими пря- ^^- 
мыми съ прямою, проведенною чрезъ точку ф ». 

Л параллельно оси Ох. По известной фор- 
мул* им^Ьемь 

площ. АВСВ = гг 8Ш {о^' — а) = гг 8Ш а С08 а — гг С08 а 8Ш а; 
но по доказанному выше, 

г со$а =^ X — X, г 8Ш СИ =^ у — у, г С08 а' =: х — х^ 

г 81п а' = у — у\ 
следовательно, 

площ. АВСВ = {х' — х) {у — у) — {у' — у) (х — х) *). (1) 



*) Это выражеше есть опред-Ьлитель второго порядка „ ^' ^//_^1 

(см. прибавлеше I). ^^ У . 
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Если точка Л въ начал* координатъ О, то д; = О, у = О и 
найденное выражен1е приводится къ следующему 

ху" — ух\ 

Площадь треугольника ЛВС есть половина площади паралле- 
лограмма ЛВС1); следовательно, 

площ. ЛВС = ^ [(х - х) (у" -у)- (у' - у) {х - х)\ (2) 

Помощью этой формулы можно вычислить площадь какого ни 
есть многоугольника, разложивъ его ддагоналями на треугольники. 

Пусть будутъ даны координаты вершинъ какого-либо много- 
угольника. Разобьемъ его на треугольники д1агоналями, проведен- 
ными изъ одной вершины. Вычтя координаты этой вершины изъ 
соответственныхъ координатъ прочихъ вершинъ, получимъ разно- 
сти, которыя означимъ чрезъ 

Помощью этихъ разностей мы можемъ вычислить по формул* 
(2) площади треугольниковъ; въ сумм* ихъ получимъ площадь 
даннаго многоугольника, а именно: 

Для примера вычислимъ площадь четыреугольника, котораго вер- 
шины суть: (1, 0), (1^1), (2-1,3), (—1, 3 0- 

Вычтя координаты первой точки изъ соответственныхъ коорди- 
натъ прочихъ точекъ, получимъ разности: 

(1,1), (1:,3), (-2,31); 
поэтому искомая площадь равна 

\-[1. 3-1.1] +1;-.3[ + 3.2] = 5Д-. 

22. Выведемъ уравнен1е какой ни есть прямой лин1и ЛВ, точки 
которой отнесены къ осямъ Ох и Оу- Проведемъ чрезъ начало 
координатъ О перпендикуляръ на данную прямую, въ ту сторону, 
куда отсчитываются положительный ординаты, и означимъ чрезъ ^ 
его наиравленхе. Пусть х ж у будутъ координаты какой нибудь 
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точки, взятой на данной прямой. Гд^Ь бы ни была эта точка па 
прямой АВ, сумма проекц1й ея координатъ на I будетъ одна и 
та же и равна разстояшю ОС начала координатъ. отъ прямой ЛВ, 
взятому съ + 1 когда ОС им-Ьотъ направлеше I (фиг. 35, 36), и 
€ъ — , когда ОС противоположно I (фиг. 37, 38); поэтому, поло- 
живъ =н ОС=^р, им'Ьемъ 

X С08 {1х) + у С08 (1у) =р. (1) 

Это есть уравнев1е данной прямой. Зд-Ьсь ^, со8(^), со& {1у) суть 
лостоянныя количества, а д? и у — перем'Ьнныя. Вм4сто угловъ (/л:) 





и (1у) обыкновенно вводятъ въ уравнеше углы, составляемые пря- 
мою 01), параллельною данной прямой ЛБ, съ осями координатъ; 
причемъ для 01) берутъ направлен1е въ сторону положительныхь 
ордияатъ у, Положивъ /, ВОх = ос, /1 ВОу = р, мы будемъ им-Ьты 

^ го; = 90^ + а, Агу^^О"" — ^ (фиг. 35, 37) 

А1х = (1 — 90°, / ?!/ = 90" — р (фиг. 36, 38); 

поэтому С08 (2л;) = =ц 8ш а, С08 (/|/) = 8т [3 и уравнеше (1) можетъ 
-быть заменено сл'Ьдующимъ 

ЦТ а; 8Ш а + у 81п [3 = р. 

Когда прямая проходитъ чрезъ начало координатъ, тогда р=^ Ож 
уравнешя (1) и (2) приводятся къ сл'Ьдующимъ: 

X С08 (1х) + у С08 {1у) = о, 

=11: л: 81п а + 2/ 8Ш р = 0. 

Если прямая АВ пересЬкаетъ ось Оу въ точк-Ь Д ордината кото- 
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рой есть Ь, то уравненхе (2) удовлетворится при х = О, у^^Ь^ 
следовательно, 

Ъ 81П ^=р. 



Подставивъ эту величину р въ уравненхе (2), получимъ 

3= л; вт а + у 8Ш р = Ь 81п [3; 
откуда выводится 

_^ 81П а , _ 



(з> 



8т [3 



или 



у = ах-{-Ъ, 



(4> 



-_ . __ 8Ш а 

гдъ для сокращенш положено :±: . -^ = а, 

8Ш р 

Такикъ образомъ ордината какой нибудь точки данной прямой: 

выражается функщею абсциссы. Эта фуницгя первой степени ы 





Фиг. 37 



Фиг. 38 



содероюитъ два постоянньгхъ количест^ва: одно изъ ниосъ, а, коэффи- 
цгеитъ при абсциссгь^ есть отногиенге меоюду синусами угловъ^ соста- 
вляемыхъ прямою съ осями координатъ, взятое съ -\- , или съ — , 
а другое есть ордината точки пересп^ченгя прямой съ осью ордгь- 
натъ. Величина а будетъ положительная, когда а меньше угла 
хОу^ составляемаго осями координатъ (фиг. 35 и 37), и отрица- 
тельная, когда а больше хОу (фиг. 36 и 38). Положивъ хОу = Ь^ 
будемъ им^ть въ первомъ случа*: 



? = Ь 



81Па 8т а 

8111^ ~~ 8т (6^-^ а")' 
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8Ша вШос 

8111 [6 8111 (а — 6) * 



такъ какъ — 8Ш (а — в) = 8111 (Ь — а), то въ обоихъ случаяхъ. 

им'Ьемъ 

8Ша 

зш (6 — ос) 

При осяхъ прямоугольныхъ должно положить 6 = 90°; тогда 

8т а ^ 
а = — = щ ос, 
С08а 

т.-е. при осяхъ прямоуюльныхъ коэффицгеитъ при абсщлссгь въ урог- 
вненги прямой (4) есть тангенсъ угла^ составляемаго прямою сь^ 
осью абсциссъ. Для прямой, параллельной оси Ох, должно положить 
а = о и [3 = 6, тогда уравнеше (3) даетъ 

^ 8Ш Ь 

Для ирямой, параллельной оси Оу, должно положить р = О н 
а = Ь; Т01да по уравнешю (2) им*емъ: 

Х:=^Ц1 ^ 
8111 Ь 

Эта величина гг, будучи одна и та же для всЬхъ точекъ прямой 
должна быть равна абсцисс* перег*чен1я прямой съ осью Ох. 

23- Изъ выведеннаго уравнешя прямой лиши видно, что оно- 
всегда первой степени относительно координатъ точки прямой. 
Легко доказать, что всякое уравнен1е первой степени относительна 
двухъ перем'Ьнныхъ величинъ х VI у, означающихъ прямолинейныя 
координаты, есть уравнен1е некоторой прямой. 

Мы уже разсмотр4ли случай, когда уравнен1е содержитъ одну 
только координату и вид-Ьли, что оно тогда принадлежитъ или 
прямой, параллельной одной изъ осей координатъ, или самой оси. 
Поэтому остается доказать предложеше для уравнешя, содержа- 
п1,аго об* координаты и которое им-Ьетъ обппй видъ 

Ах+Ву + С=0. (1> 

гд-Ь ^ и ^В не равны нулю и могутъ означать как1я нибудь поло«^ 
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жительныя или отрицательныя количества, а С — какое нибудь ко- 
личество или нуль. Разр4шивъ это уравненхе относительно у, 
получимъ: 

А С 

У — ~;В^~ В ^^^ У — ^^ + ^> 

гд-Ь 

А ^ С 

Каковы бы ни были величины а и Ь, можно найти прямую, у ко- 
торой для каждой точки ордината выражается функцхею у = ал; + Ь. 
Для этого по ординат* Ъ опред-Ьлимъ на оси Оу точку С, чрезъ 
которую проведемъ прямую, составляющую съ осью Ох уголъ а, 
выведенный изъ уравнешя 

8ша 
8Ш (6 — а) 

Это уравненхе даетъ вообще 

а 8т О 

^^~ 1 + асо80' 

а въ случае прямоугольныхъ осей просто Ща^ а. Такъ какъ 
тангенсъ способенъ им*ть всякую величину отъ — оо до + оо, 
то при всякой величин* а опред-блеше угла а возможно, и, следо- 
вательно, указанное построенхе прямой всегда возможно. А потому 
всегда уравнеше (1) принадлежитъ некоторой прямой. 
Для примера построимъ прямую по уравненш 

у=2х—г\ 
зд-Ьсь 

Ъ^ — Ъ. !;§ а =: 2 и а = 63"^ 32'. 

Проведя прямоугольныя оси Ох и Оу, отложимъ въ сторону 
отрицательныхъ ординатъ длину ОС равную 
3 даннымъ линейнымъ единидамъ; отъ этого 
получимъ точку С, въ которой данная пря- 
мая пересЬкаетъ ось ординатъ. Поел* того 
начертимъ уголъ ВОх =^ а=^ 63^ 32' и чрезъ 
С проведемъ параллельно ОЛ прямую АН. 
Эта прямая будетъ искомая. 
^^'^- ^^ — * Можно всегда уравненхе (1) сделать 

•тожественнымъ съ общимъ уравнешемъ 

X С08 (1х) + у С08 {1у) = р, 
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выведеннымъ для какой ни есть прямой, а это можетъ также слу- 
жить доказательствомъ того, что уравнеше (1) принадл ежить н'Ько-' 
торой прямой. Чтобы эти два уравненхя были тожественны, на- 
добно, чтобы второе уравнен1е могло произойти отъ умножетя 
перваго на некоторый постоянный множитель X, т.-е. 



С08 (1х) = Лк, сов (1у) = ^ВX, р = — С к. 
Такъ какъ уголъ 1х равенъ 6 ± 1у, то 

со8 (1х) = С08 {Ь ±1у) =^ сов 6 . сов (1у) =^1 81П 6 . 81П (1у); 
откуд,а легко выводится уравненхе 

С08^ {1х) -К С08^ (1у) — 2 сов Ь . сов (1х) сов (1у) = 81П* 6. 

Подставивъ сюда Ак и Вк вместо со^(1х) и сов(?у), получимъ 

X' (Л' + Б' — 2ЛВсовЬ)=^ 81п* 6, 
а отсюда 

81п 6 

" -^УЛ'+В^—2ЛВсо^ь' 

и по уравнен1ю (2) найдемъ: 

А 8т Ь 
иг УЛ' + В^—2ЛВ С08 6 

^*8т6 

±УЛ'-^ В' — 2ЛВ'совЬ 
— С вш 6 



(1> 



сов {1х) 
сов (1у) 



Р 



■УА''+ В'—2ЛВсовЬ 



(3> 



При вывод* уравнен1я прямой мы предположили, что прямая I 
направлена въ сторону положительныхъ ординатъ, а потому уголъ 
и/ не можетъ быть тупой; следовательно, если со8{1у) не равенъ 
нулю, то о нъ долженъ имйтъ з накъ +; для чего надобно взять 
при ± УЛ^ + Б® — 2 ЛВ С08 6 тотъ знакъ, какой им4етъ В згп Ь 
нлн Д такъ какъ 8гп О всегда положительный. 

Означая, какъ прежде, чрезъ аир углы между прямою и осями 
координатъ, им^емъ соз (1х) = Ц1 згп а, со8(1у) = згп р (см. § 22); 
следовательно, 

::^ Л згп О . . В згпЬ 

вгп а = — _-7^г_т.- . ^,- .- —_ - -:^--- --; , згп р = ■ 



7Г. Уа'^'^В'' — 2АВСОЗ Ь 



^УЛ' + В' — 2ЛВсозЬ' 
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Положивъ X = о А, найдемъ г/ = д; = ^.0; поэтому, отложжъ'ъ 

/Соо^к 
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ординату ЛВ^=^ЛО (фиг. 41), получимъ точку Д принадлежащую 
искомой прямой, которая будетъ ОБ. 

. Легко найти уравнен1е прямой, не проходящей чрезъ начало 
координатъ, по даннымъ координатанъ точекъ, въ которыхъ она 
перес^каетъ оси. Пусть будетъ р абсцисса пересечения съ осью Ох, 
^ ордината пересЬчешя съ осью Оу и Ах -\- Ву + С = О уравне- 
ше прямой. Такъ какъ этому уравнешю дол- 
жны удовлетворять координаты: 

х—р,у = и х = 0,у = д:. 



то 



Ву 



о 



отсюда вьгходитъ: 

Р Р 

Подставивъ эти выражешя А\\ Въъ уравнен1е Ах + ^5|/ + С = О, 
лолучимъ 



Фиг. 41 



Сх 
Р 



Я. 



или 



Р й 
т. -е. сумма перемгьнныхъ координатъ, раздгьлеиныхъ на соотвпт- 
ственныя координаты переаьченгй прямой съ осями, равна единицгь. 
25. Задачи, относяпцяся къ прямой лиши: 
I. Найти перес1ьченге двухъ прямыхъ. 
Пусть будутъ: 

Ах + Бу+С = 0, А'х + Ву+ С = (1) 

уравнешя данныхъ прямыхъ. Величины а: и г/ въ первомъ уравне- 
нш суть координаты произвольной точки одной прямой и могутъ 
быть не равны величинамъ а; и г/, находящимся во второмъ ура- 
внеши, означающемъ координаты произвольной точки другой прямой; 
но для общей точки он* должны быть т* же въ обоихъ уравне- 
Н1яхъ. Допустивъ это, надобно рЬшить данныя уравнешя для опре- 
д^лешл координатъ искомой точки пересЬчешя. 11о общимъ форму- 
ламъ для р'Ьшен1я двухъ линейныхъ уравнешй съ двумя неизве- 
стными, мы найдемъ: 



X = 



ВС 
АВ 



С В' 
ВА' 



У = 



с А'— А С 
АВ — ВА" 



(2) 
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равно нулю; тогда Л Т1 1^ также не могутъ быть равны нулю; 
потому что, если бы Л' =^ О, то по услов1Ю (3) было бы Б' = О, 
а въ гакомъ случа-Ь второе изъ данныхъ уравнен1Й (1) не пред- 
ставляло бы никакой прямой. 2) ^. = 0; тогда В не можетъ быть 
равно нулю и, чтобы удовлетворить услов1Ю (3), необходимо по- 
ложить А' = 0; въ этомъ случа* прямыя (1) параллельны оси 
х-въ. 3) Б = 0; тогда Л не можетъ быть равно нулю и, по 
УСЛ0В1Ю (3), необходимо К = 0. Въ этомъ ?случа'Ь данныя пря- 
мыя (1) параллельны оси у-оъъ. Въ первомъ изъ разсмотр^нныхъ 
случаевъ услов1е параллельности (3) можно написать подъ видомъ 

-- = - (4) 

который показываетъ, что въ случать параллельности прямыхъ (1) 
коэффищенты при соошвгьшственныхъ перемп>нныхъ х и у пропор- 
цготшльны. Наприм^ръ, уравнешя 

2л; — 3«/ + 1 = О и 4:Х — 6у— 5 = 

2 3 

принадлежатъ двумъ параллельнымъ Щ)ямымъ, потому что = . 

Если уравнен1я прямыхъ им-Ьютъ видъ 

у = ах -{- Ъ, у ^= а X -^ Ь\ 
то услов1е параллельности беретъ видъ 

-, = 1, или а ^^ а . 
а 

Уравнен1е Ах -\- Ву =^ О принадлежитъ прямой, проходящей: 
чрезъ начало координатъ и параллельной прямой Ах -{- Ву -{- С = О. 
Если при УСЛ0В1И (3) будемъ им'Ьть 

ВС — СВ = и СА' — АС = О, 
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то найденныл выражешя (2) для воординатъ точки пересечения 

берутъ видь ^. Въ этомъ случа* данныя уравнешя (1) тождественны 

(см. начальную Алгебру) и принадлежать одной прямой. 

Если чрезъ точку перес^чешя данныхъ прямыхъ (1) должна 
проходить третья прямая 

Л"х + -В^у + (7" = О, (5) 

то надобно, чтобы величины х и у (2), выведенныя изъ уравне- 
шй (1), удовлетворяли уравненш (5). Для этого между постоян- 
ными уравнешй (1) и (5) должно существовать условхе 

(ВС — СВ') А' + {СА - АС) В' + иВ! — ВА) С" = О*). 

Если первое изъ уравнешй (1) поиножимъ на какое-нибудь 
число т и сложимъ со вторымъ, то получимъ уравнеше 

(тА + А) X + (тВ + В) у + тС + С' = 0, (6) 

принадлежащее прямой, проходящей чрезъ пересйчеше пря- 
мыхъ (1); потому что величины х ж'у, выведенныя изъ уравне- 
шй (1), будутъ удовлетворять уравненш (6). 

— * Найдемъ для примера условхе, при которомъ три прямыя: 

^^^У-—л ^^У_1 ^^I^^— 1 
а^ Ъ~ ' а' ^ Ъ'~ ' а" '^ V ~ 

пересЬкаются въ одной точк*. Вычтя второе уравненхе изъ перваго, 
получимъ уравнеше 

а' — а , Ъ' — Ь ^ /гт\ 

аа 00 

принадлежащее прямой, проходящей чрезъ пересечете первыхъ 
двухъ прямыхъ; притомъ эта прямая ^проходить чрезъ начало ко- 
ординатъ. Вычтя третье изъ данныхъ уравнешй изъ перваго, по- 
лучимъ уравнен1е 

«" — л I Ь" — Ъ . . 



*) т.-е. опред'Ьлитель системы уравнвн1й 

Ах-\-Ву+С:=::0, А'х + В'у + (У = О, А'^х + В''у + С' = О 
долженъ равняться нулю. 

I. Сомовъ.— Геометр)я. 
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которое даетъ возможность исключить изъ уравнешя 

ЛХ + ВУ+ 0=0 

неизвестную С. Для этого стоитъ только вычесть одно уравнет( 
изъ другого; такимъ образомъ получимъ уравнеше 

А(х — х')'\-В(у — у') = 0, (I 

принадлежащее всякой прямой, проходящей чрезъ точку (ху') 
Чтобы оно принадлежало прямой, проходящей и чрезъ точку (^"у") 
надобно, чтобы ему удовлетворяли координаты этой точки, т.-е 

Л{х''-х') + Б{у" — у') = 0. (2 

Исключивъ неизв'Ьстныя Ля В изъ ур. (1) и (2), получимъ уравнеш< 

(у" — у') (^ — ^') — С^" — ^') (у — у) = о, (3 

принадлежащее искомой прямой. Въ самомъ д'^^л^: это уравнен1< 
первой степени относительно перем^яныхъ координатъ х л у 
следовательно, оно привадлежитъ прямой лин1и; притомъ оно бу 
деть удовлетворено, если вм-Ьсто х ж у подставимъ х и у' ил1 
х" и у", а потому прямая лишя, которой принадлежитъ это урав 
неше, проходитъ чрезъ данныя точки. 

Если х" — X и у" — у' не равны нулю, то уравнен1е (3) мо 
жетъ быть представлено подъ видомъ пропорщи 

х — х _ у — у' 



X —X у —у 

показывающей, что разности между координатами какой-нибуд] 
точки прямой и соответственными координатами одной изъ дан 
ныхъ точекъ пропорцдональны разностямъ соответственныхъ коор 
динатъ данныхъ точекъ. Уравнеше (3) или (4) можно разсматри 
вать, какъ услов1е, которов1у должны удовлетворять координаты трехт 
точекъ ^{х у\ {х у), {х" у"), лежащихъ на одной прямой лин1и *) 
Если означимъ чрезъ т разстояше между точками (ху) и (ху) 
а чрезъ п разстояше между (а^'у") и (х'у'\ то х — х их" — х 



*) Первая часть уравнен1я (3) есть опред'Ьдитвль \^, ^' ^/ / 

I *^ — ^> 2Г — У I 

о-тЬдовательпо, если три точки лежатъ на одной прямой, то опред'Ьли 
тель, составленный изъ разностей координатъ одной точки и двухъ про 
чихъ, равенъ нулю. 

5* 
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Пусть будутъ: {х*у') данная точка, 

Ах + Ву+ (7=0 

данная прямая и Л'х + Ву +(7 = искомая прямая. По усло- 
вш, что искомая прямая должна проходить чрезъ данную точку, 
им4емъ уравнен1е 

Л'х +Ву + С = 0, 

Вычтя &Т0 уравнен1е изъ предыдущаго, для исключешя неизв4ст- 
наго С, получимъ 

Л'(х-х) + В(у-у') = 0. 

По условш же параллельности (см. зад. 1 ур. 3) имЬемь 

Л:ВГ - БЛ' = 0. 

Исключивъ изъ двухъ посл4днихъ уравнешй неизв4стныя Л' и ^9', 
найдемъ уравнеше 

Л{х-х) + В(у — у) = 0. 

принадлежащее искомой прямой. Можно проверить, что это есть 
уравнеше искомой прямой, сл^дугощимъ образомъ: оно первой 
степени, а потому принадлежитъ прямой; эта прямая проходить 
чрезъ данную точку, потому что ея уравнеше удовлетворено веди- 
чинами а? = д?', у = у; сверхъ того она параллельна данной пря- 
мойу потому что коэффициенты при х ж у въ ея уравнешй равны 
коэффищентамъ при ;г и ^ въ уравнешй данной прямой. 

1У. Вычислить уюлъ, составляемый данными прямыми. 

Если одна изъ данныхъ прямыхъ параллельна одной изъ осей 
воординатъ, то искомый уголъ равенъ углу, составляемому съ этою 
осью второю прямою, и можетъ быть вычисленъ по способу, изло- 
женному въ § 23; поэтому можно устранить этотъ случай и пред- 
положить, что данный прямыя не параллельны осямъ координатъ; 
тогда ихъ уравнешя могутъ быть представлены подъ видомъ: 

у = аа? + Ь, у = ах + Ь\ 

г 

Положимъ, что первое у1)авнен1е принадлежитъ прямой А'С, 
а второе ЛС и пусть / СА'х = а, / САх = а' и ^ АСА' = р. 
Такъ какъ р =: а — а, то 
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При осяхъ координатъ прямоугольныхъ 18 « = «, ^ а' = а; 
следовательно, 

По даннымъ уравнея1яиъ пряныхъ литй мы будемъ знать вели- 
чины а ж а; помопц»ю выведенной формулы 
вычислимъ искомый уголъ р. 

Въ случа-Ь перпендикулярности прямыхъ 
АС я Л' С уголъ |3 прямой; следовательно, 
тогда 18 р = 00. Для этого необходимо, 
чтобъ 

1 + оа' = 0. (3) 

Поэтому услов1е перпендикулярности пря- 
мыхъ, отнесенныхъ къ прямоугольнымъ осямъ координатъ, можетъ^ 
быть выражено такъ: едиииуду сложенная съ щхтзведенгемъ коэф- 
фищентовъ при абсцисаь въ формулах^», вырсгжающыхъ ординаты 
точекь этиосъ прямыосъ, равна нулю *). Въ случае параллельности 
прямыхъ р = О иди 180°; тогда а — а' = О, что согласно съ усло- 
В1емъ (3) задачи 1. 

Услов1е, что прямыя должны составлять данный уголъ, кото- 
раго тангенсъ равенъ т, будетъ 

т (1 + аа) = а — а. (4) 

Наприм'Ьръ, когда р = 45°, тогда 18^ = 1 и I -\- аа = а — а\ 
Когда данный прямыя отнесены къ осямъ координатъ косо- 
угольнымъ, составляющимъ уголъ в, тогда 

а 81П 6 . , а 81П 6 



18а = 



гД8«' = 



1 + а С08 6' *'® I -{-а со&Ь 

Въ этомъ случае по формул* (1), найдемъ 

(а — а )8ш6 



(см. § 23). 



^8? 



^ 1 + (а + а') С08 Ь + аа" 
Поэтому услов1е перпендикулярности прямвгеъ при осяхъ косо- 



угольныхъ выражается уравнешемъ 

1 + (а + а) С08 в + аа' 



0. 



(5> 



*) Зд-Ьсь предполагается, что а и а' суть величины конечный, т.-е., 
что прямыя не параллельны оси Оу. 
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Мы изложимъ другое р^шеше задачи, ведущее въ бол'Ье обпзСинъ 
вшодамъ. 

Пусть будутъ двЬ точки Ж (ху) и Ж {ху'), отнесенныя К1» 
осямъ, составляющимъ уголъ уОх = 6, и положимъ ОМ = г, 
ОЖ = г'. ТаЕъ какъ прямая г, направленная отъ О къ Ж, замы- 
каетъ ломаную линш, составленную нзъ координатъ :г и ^, то 
проевц1я г на всякой оси равна сумм^ проек- 
щй я: и у на той же оси; следовательно, 

г сов {гг') = X С08 {хг') + у сов {ут) 
и 

гг' сов {гг) = хг' сов (г'х) + уг' сов (г у). (6) 

Прямая ОЖ* = г замыкаетъ ломаную линш, Фиг. 44 

составленную изъ х и у\ поэтому проекц1я г 

на всякой оси равна сумм^ проекцШ х и у на этой же оси; 

сл'Ьдовательно, 

г сов (г' х) = х' -\- у сов 6, г сов (г'у) = л:' сов в + У\ 

отчего формула (6) приведется къ следующей: 

гг' сов (гг') = хх + уу + (л;у' + ух) сов 6, 

нзъ которой выводимъ 

С08 (гг') = '^' + УУ' + (^' + У^')'^о«^ . (7) 

тг 

По формуле же для разстояшя точки отъ начала координатъ 
(см. § 20) им^емъ: 



г = /а:* + у* + 2ху сов 6, / = Ух^ + у" + 2ху' сов в. 

Подставивъ эти выражешя г и г' въ предыдущую формулу, 
лолучимъ окончательно формулу 

^^^ ^ 1/ о;' + У* + 2а:у сбв 6 /^с'*+у'*+ 2л; у' сов 6 ^ ^ 

для опред'Ьлешя угла двухъ прямыхъ г и г, проведенныхъ изъ 
начала координатъ, помоп1;ью координатъ концовъ этихъ прямыхъ: 
(^, У\ {ос', у'). 

Пусть требуется найти уголъ двухъ прямыхъ: 

Ах + Ву+ С=0, Ах^В'у+С = 0. 
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^^" '' "" Уа'+В' — 2ЛВ СОЙ 6 ' 

По этимъ формуламъ можно вычислить углы, составляемые данною 
прямою Ах -\г Ву -\- С= О съ осями координатъ. 

V. Чрезъ данную точку провести перпендикуляръ къ данной 
прямой. 

Пусть будетъ (х у) данная точка, а.у = ах -\-Ъ данная прямая. 
Уравнеше всякой прямой, проходящ.ей чрезъ данную точку, им^ехъ 
видъ 

У —у =а {х — х). О) 



0\д\\\7.е6 Ьу 



Соо^к 



— 73 — 



Чтобы оно принадлежало исконоиу перпендикуляру, воэффицгентъ 
а при X въ дтомъ уравнеши и коэффищеитъ а при х въ данномъ 
уравнен1и должны удовлетворять условш перпендикулярности, 
выведенному при рЪшенш предыдущей задачи. 

Это услов1в, въ сдуча-Ь прямоугольныхъ осей, есть (3) : 1 + оа' = О 

ж даетъ а' -= ; следовательно, уравнеше исконаго перпенди- 
куляра будетъ 

у — у= — -{х — х) или а (у — у) + {х — х') = 0. (2) 
л 

— * Для получен1я бол4е общаго вывода положимъ, что 



^ + Бу+ (7=0 

есть уравнеше данной пряной, а 

А{х-х') + В'{у-у)' = 

уравнеше искомой. По общему условхю перпендикулярности двухъ 
прямыхъ (11), им^енъ 

АА: + ВВ' — {ЛВ' -Ь ВА') С08 6 = 0. 

Исключивъ изъ двухъ посл4днихъ уравнеши неизвестный А жВ\ 
получимъ уравнеше 

{А — Бсо8 6) (у — у) — {В — А сов в) {х — х') = О 

требуемой прямой. 

VI. Найти разстоянге данной точки отъ данной прямой. 
Пусть М{х у) будетъ данная точка, (АВ)у = ах -\- Ь данная 

прямая и § = МС искомое разстоянхе. 

Если положимъ, что въ урабнен1и данной 

прямой координаты х ж у принадлежатъ 

точк* С, въ которой прямая пересЬкается 

съ перпендикуляромъ, на нее опущеннымъ 

изъ Ж, и что X — X =^р, у — у' = д, 

тОу по формуле для квадрата разстояшя 

двухъ точекъ въ случае прямоуго льныхъ 

Фсей координатъ, имеемъ 8 = уу + 9'*- 

Остается найти р ж ^. Координаты х, у точки С должны удов- 
летворять уравнен1ямъ двухъ прямыхъ АВ и МС,, а именно: 




Фиг. 45 
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у = аж + Ь и а (у — у) + (л; — ж') = О [см. уравнеше (2) преды- 
дущей задачи]; но х=^р -\- х\ у = д + у', следовательно, 

2 + у' = а{р-^ х) + Ь, ад +^> = 0; 

изъ этихъ двухъ уравнешй выводимъ: 

а(у — ах' — Ъ) у — ах — Ь 



следовательно, 


1+а' 


) 


1^ — 


1+«' 


5 


-^/" 


(у'— ож'— Ь)* 
(1+а7 


+(._: 


— ах 
(1+^ 


-Ь)' у' 


— ах — 6 


:]/Ц-а'' 



где при у должно взять + или — , смотря по тому, будетъ ли 
числитель положительный или отрицательный. 

26. Разстояше 8 можно получить въ общемъ вид* сл4дующимъ 
образомъ: 

Пусть Ах '\- Ъу-\- 0=^^ уравнеше данной прямой и поло- 
жимъ, что оно по способу, изложенному въ § 23, приведено къ 
виду 

X С08 Ол) + у С08 (?у) = 2?. 

Пусть еще 

X С08 (/Д?) + у СОЙ {1у) =^ р (1 ) 

будетъ уравненхе прямой, ей параллельной и проходящей чрезъ 
точку {х\ у), Такъ какъ р ж р суть перпендикуляры, опущен- 
ные изъ начала координатъ на эти прямыя и взятые съ + и — , 
смотря по тому, падаетъ ли перпендикуляръ по направлен1Ю 1^ 
или противоположно, то 8 = =1=(р' — р). Координаты данной точки 
{х' у) должны удовлетворять уравнешю (1); поэтому 

X С08 (/д?) 4" У С08 {\у) =У; 
следовательно, 

8 = -"±: \х С08 (к) + у С08 О^у) — р]. 

Подставивъ сюда вместо соз (?л;), С08 (?у) и р ихъ величины, опре- 
деляемыя формулами (3) § 23, получимъ 

1/^' + !?' — 2^Бсо8б* 
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Можно согласиться взять зд-Ьсь изъ двухъ знаковъ ± только 
одиБъ -(- и разсматривать о, какъ положительную или отрица- 
тельную величину; тогда 

г = (А^^±Ж±М^ (2) 

будетъ положительное, когда Лх + Ву' + (7 > О и отрицательное^ 
когда Лх' -{- Ву' + С< 0. 

Пусть {осу) будетъ какая-нибудь точка на данной прямой, г 
прямая, проведенная изъ этой точки въ данную точку (х у') и 
Р прямая, проведенная также изъ точки (ху), какъ начала, и опре- 
деленная проекц1ями на осяхъ координатъ, равными Л я В. Ло 
формул* (6) задачи IV, им4емъ 

Рг С08 (Рг) = л (х —х) + В(у' — у), 
лли ' 

Рг С08 (Рг) = Лх +Ву' + а (3) 

потому что Лх -\- Ву -{- с =^ о. 

Если возьмемъ точку (х у), также какъ (лу), на данной 
прямой, то будемъ им-бть Лх' -{- Ву +(7 = и, следовательно, 
с(т (Рг) = 0. Это показываетъ, что Р должна быть перпендикулярна 
къ направлешго г, которое въ разсматриваемомъ случа* падаетъ 
на данную прямую. Следовательно, направлеше Р перпендикулярно 
къ прямой Л^x -{- Ву -{- С = О- 

Если координаты данной точки (х у) удовлетворяютъ условш 
Лх + Ву + (7 > О, то С08 (Рг) > О и уголъ Рг острый; для 
этого точка (х' у) должна находиться относительно данной прямой 
съ той стороны, куда направлена Р; въ случа* же Ах + Ву' + (7 < О 
им*емъ С08 (Рг) < О, и уголъ Рг тупой, а, следовательно, точка 
(х' у') находится со стороны, противоположной направлен1ю Р. 
Такинъ образомъ, зная направлеше Р, определяемое проекщями 
Л и В на осяхъ, можно по знаку выражешя Лх -{- Ву + С 
узнать, съ которой стороны находится данная точка (х' у'), относи- 
тельно прямой -4д; + ^^ + (7 = 0. 
Формулы (2) и (3) даютъ 

Рг С08 (Рг) = -Д^ У^+1^^- 2ЛВсо8Ъ . 

^ 8Шв 

Если положимъ, что точка (х у') находится на прямой Р съ 
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вмЪстЬ взятые, т.-е. существуюлце при одинаковыхъ величинахъ 
X ж у, принадлежать пространству, находящемуся въ утл% соста- 
вляемомъ прямыми Лх-}- Ву + С = и Ах + В'у + (7' = О, а 
именно въ томъ, въ которомъ находятся параметры двухъ фунвцШ, 
ьыражающихъ первыя части неравенствъ (6). 

Неравенства: Ах -^- Ву -}- С < О и Ах + Б'у + С < О при- 
надлежать углу, противоположному съ первымъ. 

Неравенства: Ах + Ву + С> О ж Ах + В'у + С < О при- 
надлежать углу смежному съ первымъ со стороны параметра функ- 
лщ Ах -\- Ву -{- С. 

На!вонецъ неравенства: Ах-^-Ву+СКОж Ах + В у + С > О 
принадлежать другому смежному углу. 

Неравенство Ах -{- Ву -]- С < О можно заменить неравенствомъ 

— Ах — Ву—С>0; 

при этомь параметръ новой фунвщи — Ах — Ву — С будетъ ра- 
вень прежнему Р, но будетъ имйть съ нимъ противоположное на- 
правлен1е, потому что проеицги на осяхъ воординать новаго пара- 
метра суть величины: — А ж — Д равныя, но съ противополож- 
ными знавами, проекц1ямъ А ж В прежняго параметра Р. 
Пусть будуть три прямыя: 

Ах-^-Ву+С^О, Ах + Ву + С =0, Ах + В'^у + С'' = 0. 

Неравенства 

АХ + ВУ+ ОО, Ах + Ву + (7' > О, А'^х + В'у + С > О 

представляютъ пространство, ограниченное этими прямыми, а 
именно то, воторое относительно важдой прямой лежить со стороны 
параметра фунвщи, выражающей первую часть уравнешя прямой. 
Если пересечете двухъ прямыхъ находится со стороны параметра 
третьей прямой, то разсматриваемое пространство есть треуголь- 
никъ, составленный данными прямыми. 

Подобнымь образомъ можно выразить неравенствами простран- 
ство, ограниченное четырьмя или бол4е прямыми. — 

Примерь: Найти неравенства, принадлежапця площади тре- 
угольнива, вотораго вершины, отнесенный въ прямоугольнымъ 
осямъ воординать, суть: .(2, 3), ( — 1, 2) и (5, — 2), и вычислить 
три высоты этого треугольника. 
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, Ак-^-Ву+С ^, _Л'х + В'у-\-С' 

о = р , о _ ^. , 

ИЛИ для краткости 

6 = ал; + Ьу + с, гУ 1= ах -]- Ъ'у + с\ (1) 



гд4 



А_ в_. с_ , 4!— ' К — V 91 — ' 



Можно разсматриват1> величины оно' какъ новыя, особеннаго 
рода, координаты точки (жу), потому что помощью нихъ можно 
определить положеше этой точки. Для этого иостроимъ прямыя, кото- 
рымъ принадлежать уравнешя (1), разсматривая приэтомъ б и 6', 
какъ постоянныя величины; пересЬченхе этихъ прямыхъ будетъ 
въ точк* (ху). Построенныя такимъ образомъ прямыя параллельны 
прямымъ: 

ах -\- Ъу -{- с =^ О, и ах-\- Ъ'у + с' = О, (2) 

которыя можно рассматривать, какъ оси новыхъ координатъ: 6 и 8' . 
Зам^тимь, что этимъ способомъ можно определить точку (ху) иди 
(86') въ такомъ только случа*, когда прямыя (2)^ не параллельны 
одна другой, т.-е., когда выражеше аЪ' — Ьа не равно нулю. 
А такъ какъ уравнен1я (2) тожественны съ уравнешями: 

Ах + Ву+ С = л Ах-{-Ву+ С = 0, 

то ЛБ' — ВЛ' не должно быть равно нулю. 

Принявъ этотъ новый способъ для определен1я точки, можем*!, 
сказать: 1) что уравненхя о = О и о' = О принадлежать осяма- 
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новыхъ координастъ; 2) неравенства: 8 > О и 8' > О принадлежать 
точкамъ внутри угла, соотавляемаго этими прямыми, со стороны 
параметра Р и со стороны параметра Р', а неравенства: (6 < О 
и 8' < 0), (8 > О и 8' < 0), (8 < О и 8' > 0) принадлежать 
тремъ прочимъ угламъ между осями; 3) уравнеше 8 = а принад- 
лежить прямой, параллельной сь осью 8 = 0, вь пространств* 
8 > О, когда а положительное, и въ пространств* 8 < О, когда а 
отрицательное. Тйкже 8' = [3 принадлежить 
прямой параллельной оси 8' = 0. 

4) Уравнеше 8 = тЬ\ при т постоян- 
номь, принадлежить прямой, проходяв^ей 
чрезъ перес*чен1е осей 8 = О и 8' = 0. Въ 
самомь д*л*: это уравнеше вь прежнихь 
координатахь х в. у им^Ьеть видь 

ах -^г Ьу -{- с = 7п (ах + Ъ'у + с ); 

оно первой степени относительно о; и у, сл-Ьдовательно, принадле- 
жить прямой лиши; притомь, очевидно, что ему удовлетворяють 
координаты точки перес*чен1я прямыхъ (2). 
Вь уравнеши прямой 8 = т8' коэффи- 
ц1ентъ т, взятый независимо оть знака, при 
немь находящагося, равень отношенш между 
синусами угловь, составляемыхь этою пря- 
мою сь осями координать: 8 = и 8' = 0. 
Положимь сперва, что т положительное ко- 
личество и возьмемь 8 > О, тогда и 8' > 0. 
Пусть ЛБ (фиг. 46) представляетъ ось 8 =:::: О, ЛС ось 8' = О, 
МВ=^ 8, МС = 8'; тогда 

8 = ЛИ. 8ш (ЖАВ), Ь' =ЛМ. 8т (МАО), 

и следовательно, 

8' зт (МАО) 
ш = — = 




8 8Ш (МАВ) ' 

Положимь теперь, что т отрицательное (фиг. 47) и 8 = МВ, 
^' = — МС; тогда 

_ ^ Д^СУ ^ АМ.&т(МАС) ^ ^т(МАС) 
^ МВ~ АМ.^т{МАВ) ~~ ^т{МАВ) ' 

Вообще, если означимь чрезь 6 уголь между осями координать, 
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Х = -, р1 = т; отчего уравнеше прямой (3) можно пред- 
ставить подъ видомъ 

сходнымъ съ тЪмъ, который мы нашли въ § 24 для уравнешя 
прямой въ обыкновенныхъ координатахъ. 

Обыкновенныя прямолинейныя координаты хну называются 
Декартовыми, потому что он* введены въ Аналитическую Геоме- 
трш Декартомъ. Координаты 8 и 6' не им'Ьютъ особеннаго назва- 
Н1Я. Сальмонъ *) предложилъ назвать способъ р4шешя вопросовъ 
аналитической геометрш помощью этихъ координатъ сокрагценньгмг. 
Такъ какъ 8 и 8' представляютъ кратчайшхя разстоян1я опреде- 
ляемой точки (8, 8') отъ осей 8 = и 8' = О, то можно ихъ на- 
зывать кратчаиитми координатами, 

Какъ Декартовы, такъ и кратчайш1я координаты можно заме- 
нить координатами, называемыми однороднымщ и употребляемыми 
для того, чтобы получать формулы однороднаго вида, что доста- 
вляетъ большое удобство въ аналитическихъ изсл4дован1яхъ. 



*) Коническ1я сЬченхя и нов-Ьйшхе алгвбраичвск1е и геометрическхе 
методы для изсл'Ьдованхя свойствъ кривыхъ лин1й. Соч. Сальман<1^ 
(М. 1860 г.) дерев. М, Вагц^нко-Захарченко. 
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Разсматривая ДеЕартовы координаты х 1и^ у какъ числа, можно 
заменить ихъ отношешями двухъ лин1й х^ и х^ къ одной х^. Три 
лин1и х^, х^, х^ называются однородными координатами точки {ху у). 

X X 

Положивъ л; = -- , у = -^ въ уравнеши прямой -4д; + Ву + С' = О, 
х^ х^ 

получимъ однородное уравнеше 

Лх^ + Вх^ + Сх, = 0. 

Также всякое уравнен1е ^'(х, у) = О приметъ однородный видъ 

/( -^, -^] = О или 1'(х^^ д:„ х^) = 0; потому что оно не нару- 

шится отъ умножен1я трехъ величинъ х^, х^, х^ на произвольное 
количество п (см. § 6). Наприм4ръ, уравненхе круга 

х^ + у* = г* 
беретъ видъ 

Х^ "Т~ Л?2 = Т Х^ у 

однородный относительно х^^, х^, х^. Всл'Ьдствхе этого свойства коор- 
динаты х^у х^у х^ называются однородными. 

Кратчайш1я координаты 6 и 6' также могутъ быть заменены 
однородными. Положивъ, что 8" означаетъ разстоянхе точки (8, 8') 
отъ прямой 

Л''х + В'у + С" = О, 



а^х + Ь"у + ^'> 



по формул* (5) § 26 им'Ьемъ 

.._ (Л-х + Б-у+С") 
' - Г 

Л" , -В" 
гд* Р" есть параметръ функц1и Л"х + В"у+ С" и а"= ^тг , Ь" = ^^г , 

С" 
с" = ^тг . Положен1е разсматриваемой точки будетъ известно, когда 

^.88' 
даны будутъ отношешя: -г,^ и ,,» ; потому что первое отношеше 

о о 

опред4ляетъ прямую, проходящую чрезъ точку (8 = О, 8" = 0); 
а второе — прямую, проходящую чрезъ точку (8' = О, 8" = 0); сле- 
довательно, оба отноп1ен1я вм4ст4 опред-Ьляютъ [пересечете этихъ 
прямыхъ, которымъ и определится положеше разсматриваемой 

ТОНКИ- Если даны отношешя -г^г и -^, , то известно будетъ и 

й' 

отношеше -^, которое определитъ прямую, проходяп1ую чрезъ 

о 

точжу (8 = 0, 8' == 0) и чрезъ разсматриваемую точку (8, 8'), сде- 

I- Сомовъ — Гвомвтр1я. в 
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довательно, положенхе этой точки также определится отношешями 
-г- и -г- ИДИ отношешями -г;- и -г^-.*) 



Три величины: 6', 6', 8" называются тр^минейньгми координа- 
тами точки (8 8'). 

Всякое однородное уравнеше первой степени относительно коор- 
динагь 8, 8', 8", Х8 + ^8' + V8" = О, 

принадлежитъ прямой лин1и; потому что оно будетъ первой степени 
относительно Декартовыхъ координатъ хну, когда мы подставимъ 
въ него вм-Ьсто 8, 8', 8" ихъ выражешя въ этихъ координатахъ, 

Положимъ, что прямая (а) перес^каетъ прямую 8 = О въ точв* 
^, и 8 кратчайшая координата какой - нибудь точки М прямой 
(а); тогда 8 = 1^ ЛМвт (Л), гд4 должно взять знакъ ± , смотря по- 
тому, будетъ ли 8 > О или 8 < 0. Означивъ положительный или 
отрицательный отр-Ьзокъ ± АЖ чрезъ а, бу- 
демъ им^ть вообш,е 8 = а 81П {А). Также для 
другой точки Ж\ на прямой а будемъ им4ть 
8^ = «1 зш {А), гд4 «1 есть отр-Ьзокъ АЖ\ взя- 
тый со знакомъ координаты З^. Отсюда выво- 
димъ 8 : 8^ = а : «1, т.-е. ^атчайшья коорди- 
наты 8 м 8^ двухъ точекъ прямой (а) относи- 
тельно оси 8 = 0, пропорцгонамны отргьзкамъ на прямой (а), 
им'^ьющимъ начало въ точкгь пересгьченгя ея сь прямою 8 = 0, а 
концы въ тачкахъ, которымъ принадлежать координаты 8 ге 8^; 
причемъ отрп>зки долоюны быть взяты сь т/кьми знаками, каше 
находят^ся при Ь и Ь^. 
28. Мы покажемъ н4которыя приложешя способа кратчайших^ 

и трилинейныхъ коорди- 
натъ. 

I. Положимъ, что три 
прямыя ВС, СА и -4^5, 
не проходяпця чрезъ одну 
р' точку, пересЬкаются съ 

Фиг. 49 прямою 8 = О ВЪ точкахгь 

В, Е л Р; пусть: б^, 5^, 
За будутъ кратчайш1я координаты точекъ А, Д С относительно 




Фиг. 48 




*) При этомъ требуется, чтобы прямыя 

8=0, 8' = О, Ь'' = о 
не пересЬкались въ одной точк-Ь. 
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оси 8 =: О, а и а отр-Ьзки АВ и АРу взятые со знакомъ §1, р и р' 
отрЬзки ВЕ и ВВ, взятые со знакомъ 8„ а у и у' отр-Ьзки СР 
и СЕ, взятые со знакомъ 8з; тогда мы будемъ им^ть: 



«1 : 8. 



1?', ^1:85 = ^:7'» 8з : §1 = у : а'. 



Составивъ изъ этихъ пропорщй одну сложную, получимъ 

8,8,6з : 8,6381 = арТ • «'?'т'; 

АВ.ВЕ. СЕ = АР. ВВ. СЕ. 



следовательно, 
или 



Въ этомъ равенств* заключается теорема Птолемея (см. § 7). 

П. Пусть будутъ три прямыя: 8 = 0, 8' = О, 8" = О, перес*- 
мющ1яся въ точкахъ: А (8' = 0, 8" = 0), В (8" = 0, 8 = 0), 
О (8 = О, 8" = 0), и три прямыя АВ, ВЕ, СЕ, пересЬкаюпцяся 
въ одной точк* Сг, и положимъ, что уравнешя посл*днихъ суть: 

8' = Х8", 8" = р.8, 8 = уо'. (1) 

Если 8, 8', §" означаютъ трилинейныя координаты точки О, то 
уравнен1я (1) для этой точки существуютъ вм4ст4. Изъ нихъ вы- 

БОДИМЪ 



' 8" 8 = X 



или 



р. V ( 



60 




Хр.у = 1. (2) 

Положимъ, что пря- ^ 
мыя (1) перес*каютъ пря- 
мыя 8= О, 8' = О, 8^=0 
въ точкахъ: 

1>(8/, К\ Р{К. 8,), ^(8з, 8'з) 

и пусть а, а будутъ отрезки ВС и 1)Д взятые со знаками 8/ и 
8/; р и р' отрезки ЕА и ЕС, взятые со знаками 8," и 8,, а у и ^' 
отрЬзки ЕВ и ЕА, взятые со знаками 8, и 8з'; мы будемъ имЬть 

8/ = Х8/, 8/ = |х8„ 6, = у8',; 
отсюда, принявъ во вниманае уравнеше (2), выводимъ 
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3"2 : З'в = Р ' "Л из - ^\ = Т • «'» 8/ : 6, = а : р'; 



сл4довательпо, 



4|Л = 1 или аРт^а'р'^'. 
а [3 у ' ' * • 



т.-е. 



ВС. ТА, ЕВ = ВВ,РС. ЕА, 

Въ этомъ равенств* заключается теорема Чевы (см. § 7). 
Обратно, если условае а {5 у = а ^' у' удовлетворено, то 

8/ 8/ 83 



^ » <> 5> ' 
^1 0^% 



1, 



а 11отому >.[ху = 1. При этомъ условш уравнешя (1) могутъ суще- 
ствовать вм4сгЬ и величины 8, 8', 8", имъ удовлетворяющхя, будутъ 
трилинейныя координаты точки, чрезъ которую должны проходить 
данныя дрямыя. 
Сл*дств1я: 

1) Прямыя, проведенныя изъ вершинъ треуюльника въ средины 
проттополооюныхъ сторонъ, переаькаются въ одной точк1ь\ потому 
что въ этомъ случае а = а', р == р', у = т' ^ услов1е а^у = <х р' у' 
удовлетворено. 

2) Прямыя, раздгьляющгя пополамъ внутрениге углы треуюль- 
ника, перестькаются въ одной точкгь; потому что въ этомъ случа'Ь 
Х~1,|А==:1,у = 1и, следовательно, условхе X р. V = 1 удовлетворено. 

3) Прямая^ р(1здгьляюгцая пополамъ одищ изъ внутреннихъ 
уъловъ, А, и прямыя, раздп^ляющгя пополамъ два внп>ште угла, при 
вергиинахъ В и С, пересп^каются въ одной точкгь; потому что въ 
этомъ случае Х = 1, \1 = — 1, V = — 1 и следовательно, услов1е 
(2) опять удовлетворено. 

4) Перпендикуляры, опугценные изъ вершинъ треуюльника на 
противоположныя стороны^ перссп>каются въ одной тх)чкп>; потому 

, - , С08 С С08-4. С08 В 

что въ этомъ случаъ имъемъ: а= — ^, а = -, у = , и 

^ сонВ ^ со8 с сов -4. 

следовательно, услов1е (2) опять удовлетворено. 

5) Три прямыя, раздп^ляющгя пополамъ втьшнге углы треуголь- 
ника, не могутъ пересгькатьея въ одной тючкп>; потому что въ этомъ 
случа*: Х = — 1, |1 = — 1, у = — 1, и услов1е (1) не удовлетворено. 

Уравнешя этихъ прямыхъ можно написать подъ видомъ: 

8' + 8" = 0, 8" + 8 = О, 8 + г' = 0. (3) 
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И^-ь нихъ чрезъ сложеше ползгчимъ ураввеше 

6 + о' + 8" = О, 



(4) 



"Р'йа.дщлежащее прямой, проходящей чрезъ точки перес'Ьчен1я пря- 
мщ-ь ^3) съ прямыми: 



8 = 0, ?' = О, 8" 



0. 



^* *^<а. лмомъ д'Ьл4: триливейныя координаты точки перес^чешя пря- 

"! ^ ' -|- 8" = О съ 8 = О очевидно удовлетворяютъ уравнешю 

(Я; X 

'-Ь 

' ^^къ: если АЛ', ВБ и СС суть прямыя, раздгьАяющгя по- 



^ '^:*сже ему удовлетворяютъ координаты перео-Ьчешл прямой 
^^ ,, ^ = О съ 8' =^ О и координаты перес'Ьчен1я прямой 8 -|- 8' = О 






Ву 



С 




А' 



В'': 



Фиг. 51 




поламъ втьшнге углы треуюльника ЛВС, и А, Д' С точки ихь 
переегьченгя съ прямыми ВС, С А и АБ, пю А\ В', С лежать на 
одной прямой лиши, 

6) Прямыя, раздгьляющгя пополамъ два внутреннге угла А и В 
съ прямою, раздп}ляющею 710поламъ внгьшнгй уголъ С, также не 
могутъ }гересп>каться въ одной точкп>; потому что въ этомъ случае 
Х=1, ^^^=1, у=: — 1 И услов1е Х|ху = 1 не удовлетворено. 

Перес4чен1я этихъ прямыхъ со сторонами треугольника: 8 = 0, 
о' = 0, 8" = О находятся на одной прямой 

0-^-6 — о =0; 

потому что последнему уравненш удовлетворяютъ координаты пе- 
1)есЬчен1я прямыхъ 8' — 8" = О и 8 = 0, координаты цересЬчешя 
о" — 8 = О съ 8' =^ О и координаты пересЬченхя 8 + 8' = О съ 
о" = 0. Итакъ: Если АА1 и ВВ' раздгьляюпьъ пополамъ внутреннге 
углы А и В, а СС внгьшнгй уюлъ С, то три тючки А\ В', С, 



/ 
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въ которыхь эти прямьгя встргьчаютъ стороны треуюльника, ле- 
оюатъ на одной прямой В' С, 

Ш. Аншрмоничесшй пучекь. Если четыре прямыя перес'Ькают<зя въ 
точкЬ Р и притомъ пересечены какою-нибудь прямою въ точках ъ 
а, Ь, с, й, то отр-Ьзки, заключаюпцеся между этими 
точками, должны составлять ангармоническое отно- 

. ас аЛ .V 

шен1е т- ^ 7^ , независящее отъ положен1я пересъ- 

кающей ой. Это предложеше было уже доказано 
Фиг. 53 д^ ^ 25, задача 1. Можно доказать его еще ел*- 

дующимъ образомъ: 
Пусть 6 = будетъ уравнеше прямой Ра^ 8' = О уравнеше 
прямой РЬ, 8' = тЬ уравнеше прямой Рс, 8' = т'Ь уравневае 
прямой Рй; (8,8') координаты точки с, (81,8/) координаты точки. 
с1^ 8 я 8 отрезки ас и Ъс, взятые со знаками 8 и 8', а «^ и $/ 
отр'Ьзки аЛ и М, взятые со знаками 8^ и 8/. По доказанному^ 
выше 1га будемъ им^ть: 

8 5 8' 5\ 

> ) ^>~/ 7 } 

поэтому 

8 8^_ 5 , 5^ 

8^ * 8/ «1 * 5/ 
или 

8/8' 5 ^ 5/ ^ 

81 * 8 5' ' «1 ' 

но 8/ = т'Ь^ и 8' =: тЬ: следовательно, 

П1':т = ^:%. (1) 

Такъ какъ т я т' зависятъ только отъ угловъ, составленныхъ 
прямыми Рс и Рй съ Ра и РЪ, то найденное отношеше не зави* 
ситъ отъ положешя прямой аЛ. Это и требовалось доказать. 

Означивъ чрезъ 6 уголъ ЪРа, чрезъ а уголъ сРа и чрезъ а'^ 
уголъ ЛРа, имйемъ 

8т (6 — а) , 8ш(в — а') 

т = ^^ -, т = ^^ — -, — ; 

81П а 8Ш а ' 
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отъ этого пропорщя (1) приведется къ следующей: 

81П а 8111 а 1 . :?!. 

8Ш(в — о)"' 8Ш(6 — а') ~?*5/' 

Т. -е. 

8т (аРс) 8т (аШ) ас^ аЛ . . 

8т(ЬРс) *8Ш (ЬШ) ~Ъс'Ы' ^^ 

Четыре прямыя, перес^каюпцяся въ одной точк*]^ Р, называются 
аншрлюническимъ пучкомъу а найденное отношеше (1) ангармони- 
ческимъ атногиешемъ пучка. Четыре точки а, Ь, с, с? образуютъ 
на пересевающей (гс1 ангармоническое дгьленге. Ангармоническое 
отношеше, для краткости означаютъ такъ (аЬсй). Зд^ь буквы мо- 
гутъ означать или точки, или прямыя, которыя соединяютъ эти 
точки съ Р. Мы будемъ называть Р полюсомъ пучка, а прямыя 
Ра, РЬу Рс, Рй, — м/чами. 

Два луча Ра и РЬ, на которыхъ находятся точки а и Ь, при- 
нимаемыя за начала отр^зковъ 5, 8\ 8^, $/, разсматриваются какъ 
основная пара лучей, а два цроч1е луча Ре и Рй, на которыхъ 
находятся концы с ж Л ткхъ же отр^ковъ, какъ сопряженная пара 
съ первою; притомъ Рс есть лучъ, сопряженный съ Ра^ з^ Рс1 — 
сопряженный съ РЪ. 

Ангармоническое отношение одного и того же пучка можетъ 
имЬть 6 разныхъ видовъ, смотря потому, которые изъ лучей бе- 
рутся за основные и сопряженные, а именно: 

(аЬсй), (оййс), (асйЬ), (асЩ, (асВю\ {аЛсЬ)\ (4) 

друпе же виды не представляютъ особенной величины ангармони- 
ческаго отношешя; такъ, наприм^ръ 

(Ьайс) = {сйаЪ) = {йсЬа) = (аЬсй); 



потому что 






М Ъс са сЪ Ш) йа ас ай 




ай' ас йа' ЛЬ сЪ' са Ъс' Ы' 



По одному изъ отношешй (4) легко найти проч1Я. Чтобы получить 
ангармоническое отношеше пучка, надобно составить ангармони- 
ческое отношен1е изъ отр^зковъ какой-нибудь пересекающей. 
Проще всего будетъ взять для этой ц-Ьли пересекающую, парал- 
лельную одному изъ лучей. Лоложимъ наприм*ръ, что пересекаю- 
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щая парадлельна лучу Рй. Тогда точка й будетъ безконечно уда- 
лена отъ а и Ь; следовательно, отрезки «1 и 5^ будутъ безконечны, 

Такъ какъ во всякомъ случае «1 + 5\ = а6 *), то -у^ + 1 = -г , что 

5 Ц' ^' 1 ^ 1 

при 5', = 00 даетъ -у- + 1 = О и следовательно, \- = — 1. Означая 

для сокращешя — чрезъ А, по уравнешю (1) будемъ и1гЬть: 
ш 

гд-Ь из'Ь двухъ знаковъ надобно взять — , когда лучъ Рс прохо- 
дить между Раи РЪ и + въ противномъ случа*. Такимъ образомъ, 
зная величины отр-Ьзковъ ас и Ъс прямой, параллельной лучу Рй^ 
легко найти ангармоническое отношенхе Л, Алгебраическая сумма 
5 + 5' во всякомъ случае означаетъ отр^зокъ аЬ, им'Ьющ1й начало 
въ а и конецъ въ Ъ. Отр-Ьзонъ 5' им^отъ начало въ Ь, а конецъ 
въ с, а потому — $' имеетъ начало въ с, а конецъ въ Ь; следова- 
тельно, 

СЪ 8 

есть ангармоническое отношеше {асМ\ 4-й изъ видовъ (4), где 
лучи а и с разсматриваются какъ основные, а Ь и й какъ съ ними 
сопряженные. Формулы (5) и (6) даютъ 

А + А = \, 
т.-е. 

{аЪсй) + {асЩ = Ь 

Заметимъ еще, что по формул* (1) 

1=^:±=(*). 

Итакъ, если {аЪс^ = А, то 

I 2 А 1 

{асЫ) =1 — А, (аМс) = — , (аЫЬ) = ^ , (айЬс) = — ^ — , 



^) Зд-Ьсь предполагается, что для точекъ въ угл-Ь аРЬ разстояыхя 
отъ Ра и Р& и соотв'Ьтствепныв отрезки пересЬкающей положительны. 
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Положим*, что лучи пучка: Ра, РЬ, Рс, Рй отнесены къ ка- 
кимъ - нибудь осямъ: 6 = 0, 6' = О, им-Ьющимъ начало въ Р, и 
даны уравнен1ями: 

8' = т8, 8' = т'8, 8' = п8, 8' = п 8. (8) 

Выразимъ ангармоническое отношенхе Л помощью величинъ: т, 
т\ п, п. Для этого надобно найти отношенхе (5): 

А- ^,,, 

гд4 5 и 5' суть отрезки на пересекающей, параллельной четвертому 
лучу. Пусть уравненхе этой пересекающей будетъ 

8' = п'8+^), (9) 

а (81 3/)» (8« 8,'), (8» Зз) пересЬчешя ея съ лучами Ра, Р6, Рс. На 
основании доказаннаго въ конц* § 27 мы будемъ имЬть: 



5 О, — 8з 

следовательно, 

Координаты точки (81 8/) должны удовлетворять первому изъ ура- 
внен1й (8) и уравнен1Ю перес-Ькающей (9); поэтому 

8/ = т81, 8/ = п8, +^); 

Р Р 

отсюда выводимъ 8, = — ~ — г. Также найдемъ: 8, = — г^ — ^ , 
^ т — п т — п 

5^ ~ — ^ , . Вставивъ эти величины 81, о„ 8, въ выражеше (10), 

нолучимъ 

А = -~^^-^:^А. (11) 

т — п т — п 

Когда отношеше пучка Р равно — 1, тогда пучекъ называется 
шрмтическимъ. Въ этомъ случае формула (1) даетъ т =^ — т и 
следовательно, 

5 + ^ = 0. (12) 

Для этого необходимо, чтобы одинъ изъ лучей Рс и Рй, сопря- 
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женныхъ съ Ра и РЪ, проходилъ въ угл* аРЪ, а другой вн-Ь угла. 
Если т положительное количество, то Рс лежитъ въ угл-Ь аРЪ^ 

8 ас 8. ай . X, ^\ 

а потому - = — , Л = — 7^7 , и по уравнешю (12): 

ас <^ _ г. 

Ъс~М~~^' 



откуда 



ай ас ас? ой — аЪ 

Ы Ъс ас аЬ — ас' 



Эта пропорц1Я гармоническая *); аЪ есть средн1й гармоничесшй от- 
р^окъ между ой и ас: 



— = 1 ('— -I- — ^ ^ ^ + ^ 
аЪ 2 \ас1 асУ ~ 2ай.( 



Рс1 и Рс суть сопряженные гармоничесюе съ Ра и РЪ. Точки 
(оЬсй) составляютъ гармоническое дгьленге. 

Если прямыя (8) составляюсь гармонически пучекъ, то въ 
формул* (11)^.-= — 1 и следовательно, 



т — п .т — п 



т — п т — п 
или 

(т — п) (т — п) + (т — п) (т' — .п) = О, 

что приводится еще къ следующему уравнешю 

(т + т) (п + п') — 2 (пт' + тп') = 0. 

IV. Полный четыреуюльникъ. Четыреугольникъ ЛВСВ съ про- 
должешями его сторонъ до встречи ъъ Е ж Р называется пол- 
нымъ. Прямыя АС, ВВ и ЕР называются его д1агоналями. Въ 
полномъ четыреугольник* дв* противоположныя стороны съ дхаго — 
налью, проходящею чрезъ ихъ пересечете, и прямою, соединяющек> 
эту точку съ перес4четемъ двухъ другихъ д1агоналей, составляютгь 



*) Три величины: а, р, т' составляютъ гармоническую пропорц1ю, когд^^ 
разность между первою и второю относится къ разности между второю ц 
третьею, какъ первая къ третьей, т. -е. а — Р:Э — 7 = °^*Т- Вторая величи:в:€с 
1^ называется среднею гармоническою между а и 7. Изъ пропорщи выводилв^^ 



? 2 \а ^ 7' 
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гармоническ1й пучекъ, такъ что первыя дв4 прямыя суть сопря- 
женныя гармоничесюя съ двумя другими, т.-е. {ЕВ, ЕС, Ш, ЕЕ} 
и {ЕВ, ЕЛу ЕН, ЕЕ) составляютъ гармоничесюе пучки. Для дока- 
зательства положимъ, что 8 == О, 8' = О, 8" = О е Х8 + ^18 + у8 = О 
суть соотв-Ьтственно уравненк четырехъ прямыхъ: ЕВ, ЕСЕВ и Л У . 
Полагая последовательно, что четвертое 
уравнеше совместно съ первыми тремя, ^ 

мы получимъ уравнешя: //\\ 

^Ь' + у8" = О, / 1^ 

\Ь + V6'' :^= О, Х8 + 1x8' = о, /С-'^^^Х 

принадлежапця прямымъ: АС, ВВ и ЕЕ. ^^^=^^^^^1/1^^^^^^^ 
Вычтя первое изъ этихъ уравнешй изъ ^ ^ 

втораго, получимъ уравнеше Фиг. 54 

Х8 — р.8' = О, 

принадлежащее прямой, проходящей чрезъ б^, пересЬчеше пря- 
мыхъ ВВ я АС; в. такъ какъ ему удовлетворяютъ координаты 
точки -Б (8 = о, 8' = 0), то оно принадлежитъ прямой ЕО. Итакъ^ 
уравнешя лучей пучка {ЕВ, ЕС, Е& и ЕЕ) суть: 

8 = О, 8' = О, Х8 — [л^' == О, Х8 + |1.8' = 0; 
отсюда получимъ отношеше 

— X; X _ 

• ^^ 

показывающее, что пучекъ — гармоничесюй. 

Следовательно, четыре точки В, ^, С, Е составляютъ гармо- 
ническое д4леше, т.-е. {ВС1Е) = — 1. 

По формуламъ (7) мы будемъ им-Ьть: 

{^^СЕ) = 2, {всЕ^) = — 1, {в^ЕС) = ^ , {ВЕС^) = 2, 

{ВЕ^с) = ^. 

Сверхъ того {Е^СВ) = 1 : {ВСЕТ) = — 1; сл-Ьдовательно, ЕС и 
С1> суть сопряженныя гармоничесшя съ ЕЕ и ЕХ 

Все доказанное, очевидно, относится и къ пучку {ЕВ, ЕЕ, ЕА ЕЕ), 

Сл4дств1е. Въчетыреугольникахъ: ^.БСД^'Б'Б^, А'В'ВА'ъ 

составленныхъ двумя прямыми ЕВ и ЕС и системою прямыхъ, 
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сходящихся въ одной точк* Д д1агонали пересЬкаются въ точкахъ 
Оу 0\ 6г", находящихся на одной прямой, проходящей чрезъ 
точку Е\ потому что прямая, соединяющая точку Е съ какою-либо 
изъ точекъ Сг, Сг\ в-" вм^ст* съ ЕВ, ЕС и ЕЕ должна соста- 
вить гармоническШ пучекъ и, следовательно, должна проходить 
чрезъ определенную точку ^, положен1е которой определяется 
услов1емъ, что Е^ есть средняя гармоническая между ЕВ и ЕС, 
Если точка Е будетъ безконечно удалена отъ 7), то ЕВ, ЕС и Е^ 
будутъ параллельны. 

Задачи: а) Даны две прямыя Р^, ЕМ, пересечен1е которыхъ 
не помещается на чертеже, и точка Л\ Требуется провести пря- 
мую чрезъ данную точку и неизвестное пересечен1е данныхъ пря- 





мыхъ. Проведемъ чрезъ Л' прямую, пересекающую данныя пря- 
мыя, и пусть Л л В будутъ точки пересечен1я; проведемъ еще 
прямую, параллельную А' В, и заметимъ точки В ж С пересечен1й 
ея съ Р^ и ЬМ. После того проведемъ прямыя АС, ВВ, А' В; 
заметимъ точку (т, чрезъ которую проведемъ параллельную съ ВА' , 
и заметимъ пересечете ея съ Л'В; потомъ проведемъ АСг' до 
встречи съ СВ и заметимъ точку встречи В'; наконецъ прове- 
демъ прямую А' В, Эта прямая, на основанш предыдущей теоремы, 
должна проходить чрезъ пересеченхе прямыхъ ЛВ л ВС; следо- 
вательно будетъ искомая. 

Ь) 11о тремъ даннымъ прямымъ: ЕЕ, ЕС, ЕВ найти четвертую 
Е^, составляющую съ ними гармоничесшй пучекъ. 

Проведемъ (фиг. 54) чрезъ точку Е первой прямой две пере- 
секаюпця такъ, чтобы образовался четыреугольникъ АВСВ; про- 
ведемъ д1агонали этого четыреугольника и заметимъ ихъ пересЬ- 
чеше 6г. Прямая ЕС будетъ искомая. * — 
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С. Перемена координатъ. 

29. Уравнеше плоской динш въ прямолинейныхъ координатахъ 
зависитъ отъ положешя координатныхъ осей; при н4которыхъ 
ослхъ оно можетъ быть проще, ч-Ьмъ при другихъ. Для удоби-Ьй- 
шаго изсл-Ьдоватя лити, должно стараться такъ выбирать оси, 
чтобы уравнеше, къ нимъ отнесенное, было по возможности про- 
стейшее. Съ этою ц-Ьлью мы выведемъ формулы, служапця для 
перехода отъ одной системы прямолинейныхъ координатъ къ другой. 

1) Перемгьпа координатныхъ осей въ друггя, имъ параллельныя 
(перемгьна начала координатъ). 

Пусть будутъ Ох и Оу оси, къ которымъ первоначально была 
отнесена точка М посредствомъ координатъ 
X = ОР и у = МР; Ох и О'у' новыя оси, 
имъ параллельныя и въ одну сторону съ 
ними направленныя; х = О'Р', у = МР' 
координаты точки Ж относительно новыхъ 
осей, а 0^=^а, 0'^ = Ь координаты но- 
ваго начала О' относительно первыхъ осей. 
Такъ какъ 



У У 



м 



О' 



Фиг. 57 



ор^р^ + о^. мр=^мр' + рр' = мр' + о'д, 



то 



х = X -\- а, у — у-^-Ь, (1) 

т.-е. преоюнгя координаты равны новымъ, сложеннымъ съ координа- 
тами новаю начала. 

Легко поварить, что эти формулы справедливы при всякомъ 
положеши новаго начала О' и при всякомъ положен1и точки Ж, если 
только будемъ соблюдать правило знаковъ координатъ. Наприм4ръ, 
въ фигур4 58 им4емъ: 



V У 



х = ОР, у = МР, 

х' = о'Р' = рд, у' = — мр\ 

а = — од, Ь = 0^ = РР\ 
и формулы (1) даютъ: 



0- 



Р' 



м 



о Р 

Фиг. 58 



ор=рд-' од, мр^ — мр' + РР'=^ рр' — мр\ 

что согласно съ фигурою. 
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Если требуется откладывать положительныя величины х по 
направлешю Ох (фиг. 59), противоположному положительныиъ 
величинамъ х^ то въ формул* дг = ж' + а надобно переменить 
^накъ при ж', т.-е. взять ж = а — х , Если же положительныя у 

противоположны положительнымъ у, 
то должно вместо у = у' + Ь взять 
формулу 

У = Ь — у. 

2) Перемгьна направлеигй коорди- 
натныхъ осей при томъ же начамь. 
Пусть будутъ X = ОР, у =^ МР 
первоначальный координаты точки М отно- 
сительно осей: Ох, Оу, ^х ^=- 0Р\ у'=^ЖР, 
Бовыя координаты этой точки относительно 
осей: Ох\ 0у'> Выразимъ л; и «/ функцхями 
координатъ X ъ, у. 

Такъ какъ разстоян1е ОМ съ координа- 
тами точки М составляетъ треугольникъ, то 
проекц1Я ОМ на произвольной оси I равна 
сумм* проекцШ координатъ на томъ же направлен1и, т.-е. 

ОМ С08 (г, ОМ) = Д? С08 (Ьс) + у С08 О^у) 

ОЖ"со8 (г, ОМ) = X С08 (1х') -Ь у' С08 (1у); 
€яедовательно, 

X С08 (1х) + у С08 (1у) = Х' С08 0,Х) + у' С08 (1!у ). (2> 

Положимъ, что первоначальный координатный оси Ох у Оу прямо- 
угольный и возьмемъ для I направлен1е оси Ох\ тогда 

сов (гу) = С08 (уОд;) = С08 (90'') = О 

С08 (Ьг) = 1 , С08 (/ж') = С08 {хх!), С08 (^у') = С08 {ху\ 

г, потому формула (2) даетъ 

х=^ X С08 {хх) + У С08 (а;у'). (3) 

Если же возьмемъ для I направлеше оси Оу, то получимъ: 
С08 (Ь;) = С08 {у Ох) = О, С08 (гу) = С08 {уу) = 1, 

С08 (гя;') = С08 (ух\ С08 (гу') = С08 {уу\ 
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в по формул-Ь (2), 

у = х С08 (ух') + у С08 (уу). (4) 

Зд^сь подъ на11равлен1ями осей должно подразум'Ьвать т^, кото- 
рый соотв'Ьтствуютъ положнтельнымъ координатамъ. Чтобы опре- 
делить уголъ, составляемый одною изъ новыхъ осей съ какою-либо 
изъ прежнихъ, положимъ, что эти оси совпадаютъ и направлены 
въ одну сторону, потомъ представимъ себй, что вторая неподвижна, 
а первая вращается около начала координатъ до т4хъ поръ, пока 
не принетъ даннаго положетя, и зам^тимъ уголъ, на который 
она при этомъ поворотится. Такъ какъ въ формул* (2) и (3) вхо- 
дятъ косинусы угловъ, притомъ С08 а = С08 (360^ — а), то вра- 
щеше можно производить въ ту или другую сторону. 

Мы согласимся, для однообраз1я, производить вращенхе всегда 
въ одну сторону, а именно: отъ направленхя положительнаго х 
къ положительному у, отъ положительнаго у къ отрицательному х, 
ч)тъ отрицательнаго х къ отрицательному у, и наконецъ, отъ отри- 
цательнаго у къ положительному х. Вместо 4-хъ угловъ, входя- 
щихъ въ формулы (3) и (4), можно ввести только два, составлен- 
ные новыми осями съ прежнею осью Ох, Положивъ /. хх = а, 
I, ху =^ р, будемъ им4ть: 

/ уу! = 90'' — а или а — 90"^, 

/уу' = 90° — р или р — 9(г: 

отчего формулы (3) и (4) примутъ видъ: 

а; = а;' С08 ос + у С08 р, 

у = а;' 8т а + у 81п р. 

Эти формулы служатъ для церехода отъ прямоугольныхъ коорди- 
натъ къ косоугольнымъ. 

Когда оси Оу' и Ох' также прямоугольныя, тогда [3 — а = 11= 90°, 
следовательно, соз р = =;= зша, 8т р = ± со8 а, и формулы (5) при- 
ведутся къ сл4дующимъ: 

ж = а;' С08 а =н у 81П а I 

у = л; 8т а ± 2/ С08 ос, 

которыя служатъ для перемены прямоугольныхъ координатъ въ 
Друпя прямоугольныя. 



(5) 
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а потому формулы (9) приведутся къ сл-Ьдующимъ: 
X 8т (О — а) гр у С08 (6 — а) 



У 



8111 6 

X 8111 а ± у' С08 ОС 

81П О 



(10) 



которыя служатъ для перемены косоугольныхъ координатъ въ 
прямоугольныя. 

Изъ формулъ (10) можно также вывести формулы (6) для пе- 
ремены прямоугольныхъ координатъ въ прямоугольный, положивъ 
О = 90° 

П р и м 'Ь р ъ: 

Переменить прямоугольныя оси Ох^ Оу на друг1я прямоугольныя: 



Ох\ Оу при АуОу' = 4.5'', 
Въ такомъ случае 
ос = 180° + / ЛОх = 180° + 45° = 225°, 



3 = 90° + 45° = 135°, р — а = — 90°, 




Фиг. 61 



1 



8Ш а = — 81П 45° = , С08 а = — 008 45° = 9= ^ 

/2 /2 

следовательно, по формуламъ (5) имеемъ: 

3) Перемгьна начала и направлеигй координатныосъ осей. 

Пусть будутъ Ох, Оу первоначальныя оси, 
0'х\ О' у новый, имъ непараллельныя; а, Ь 
координаты новаго начала О' относительно осей / /ум^х' 

Ох, Оу; X, у прежн1я и х, у' новыя коорди- / о ^^^^^^ - — ^' 

-X 

сматриваемый случай перемены координатъ къ 
двумъ предыдущимъ, возьмемъ еще вспомога- 



^ ^" У 



Фиг. 62 



тельныя координаты х", у" точки Ж, относительно осей 0'х\ О'у , 

1. Сомовъ. — Геометр1я. 7 
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паралдельныхъ первоначальнымъ осямъ Ох, Оу, и при одномъ начал* 
съ новыми осями 0'х\ 0'у\ Но формуламъ для перемены начала 
координатъ им'Ьемъ: 

х = х" + а, у = у" + Ъ, (11) 

а формулы для перемены координатъ х", у" въ х\ у' берутъ видъ 

х" = а'х' + а"у\ у" = Ь'х' + Ъ"у\ (12) 

гд4 коеффид1енты: а', а", Ь\ Ь\ определяются углами, составляе- 
мыми осями: 0'х\ О'у съ осями: 0'х\ О'у" или съ параллель- 
ными имъ Оху Оу, 

Исключивъ изъ формулъ (11) и (12) вспомогательныя коорди- 
наты х\ у\ получимъ: 

х = а + ах + ау\ у = Ъ + Ь'х + ЬУ . (13) 

Разсмотр'Ьвъ всЬ выведенныя формулы для перемены прямо- 
линейныхъ координатъ въ прямолинейный находимъ, что первоног 
чальньгя координаты выражаются всегда рацгональными линейными 
функциями новглосъ координатъ. 

Задачи: 

1) Данныя прямыя: 

Ах + Ву + С=0, А'х'^Ву + С' = 

взять за оси координатъ такъ, чтобы первая была осью новыхъ 
абсдиссъ X, а вторая осью новыхъ ординатъ у\ притомъ выразить 
X и у функц1ями а; и у, и обратно — х и у функцхями х' т у. 

Р-Ьшенхе. Означивъ чрезъ 6 угодъ у Ох, чрезъ О' уголъг/'Ож' 
и чрезъ 6 и 8' кратчайшая разстоянхя точки (х, у) отъ данныхъ 
прямыхъ, будемъ им^ть: 



3' . 8 



^ =-;т;г^' У 



I > 



8т 6' ' ^ 8Шб 

что помощью формулъ (1) § 27 приведется къ сл-Ьдующему: 

Помощью формулы (10), § 25 1У, легко найти, что 

. ,. ±(ЛБ'—БА') 
РР 8т О 
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гд'Ь должно взять 1±: , смотря потому, буд^?тъ ли ЛВ' — БА' поло- 
жительная или отрицательная; следовательно, 

У-— АВ' — ВА ' ^ ~ АВ'~ВА' 

Р-Ьшивъ эти уравнешя относительно х и у, получимъ 
ВО' — СВ' 



X = 



У 



(В' ,_Б Л 1 

АВ' — ВА' " \Р'^ Р^/ 8ш6 

СА — АС _^ М ' _^ Л 1 
АВ' — ВА "^ \В ^ ~В'^ ) 8ш 6 • 



2) Выразить площадь параллелограмма функц1ею косоугольныхъ 
координатъ трёхъ смежныхъ вершинъ: 

(О, 0), {х,у;), (х^у^), 

решение. Возставимъ изъ начала координатъ О прямую Ог/', 
перпейдикулярную къ оси Ох, направленную въ одну сторону съ 
Оу относительно Ох и возьмемъ Ох и Оу' за новыя оси координатъ. 
Означая чрезъ Ь уголъ хОу^ чрезъ (х'^у'^) новыя координаты точки 
(х^у^Х а чрезъ {х'^у^) новыя координаты точки (^зУг) будемъ им-Ьты 

^\ = ^1 + У1 С08 6, у', = у, 8т 6 

Л^'г = ^2 + ^2 С08 6, у'^ = у^ 81П 6. . 

Выражен1е площади параллелограмма въ прямоугольныхъ коорди- 
натахъ, какъ доказано въ § 21 , есть 

V 

И помощью предыдущихъ формулъ преобразуется въ следующую: 

Б. О плоскихъ лин!яхъ вообще. Лин1и втораго порядка. 

30. Плосшя ЛИН1И разделяются на алгебраическгя и трансцен- 
дентпыя. Лин1я называется алгебраическою, если уравнен1е ея 
относительно прямолинейныхъ координатъ, опред'Ьляющихъ ея 
тоники, есть алгебраическое, и трансцендентной, когда ея уравнеше 
въ прямолинейныхъ координатахъ трансцендентное. Прямая и 
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)ужность круга суть алгебраичесшя лиши, а лин1и, определен- 
я уравнен1ями: у =^1оёх, у ^= зш х, трансцендентныя. 
Алгебраичесшя лин1и разделяются на порядки, определяемые 
шенями уравнен1Й. Лишя, у которой уравнеше алгебраическое 
1пени м и непонижаемо, называется алгебраическою порядка п, 
акая прямая есть лин1я перваго порядка и обратно всЬ лин1и 
эваго порядка суть прямыя, а потому лин1и высшихъ порядковъ 
гь кривыя. Окружность круга есть лишя втораго порядка. Сте- 
1ью алгебраическаго уравнешя Р(х, у)==^0 о двухъ перем^н- 
хъ X я у, означающихъ прямолинейныя координаты, называется 
абольшая сумма показателей у х я у ъъ каждомъ член-Ь. Этимъ 
зломъ определяется и порядокъ лин1и, которой принадлежитъ 
д1внен1е Р{х, у) = 0. При этомъ предполагается, что уравненхе 
н1и освобождено отъ знаменателей и радикаловъ. Такое ура- 
?н1е имеетъ обпцй видъ 

Ах*^ + Вх'"^' у + Сх""-^ Г + • • • + Кх' у''^' + ^xг/~' + Му*" + 

+ Ах''-' + В,х^-' у + Сх^-' у'+,.. К,ху^-' + ЬУ + 

+ Л^*-^ + Д^"-' У + С,х''-' /+...+ ^/-^ -ь 

+ : ^ 

+ Л = 0, (1) 

Ь коэффидхенты: А, Д С, . . . А^, В^, , , , А^ постоянныя, положи- 
1ьныя или отрицательныя количества. Некоторые изъ нихъ мо- 
ръ быть равны нулю. Въ первой строке находятся все члены 
шени п, которыхъ число есть п -\- 1; во второй все п членовъ 
шени п — 1; въ третьей все п — 1 членовъ степени п — 2, 
г. д.; въ предпоследней два члена первой степени, а въ по- 
здней одинъ постоянный членъ. Поэтому число всехъ членовъ 
^ь сумма натура льныхъ чисел ъ: 

п+ 1, щ и —2, .-..,2, 1, 

(п+1)(^+2) 



) составляетъ треугольное число 

Разделен1е лин1й на алгебраичесшя и трансцендентныя, а также 
гебраическихъ на порядки, не зависитъ отъ положен1я коорди- 
гяыхъ осей, т.-е. алгебраическая лин1я порядка щ при одномъ 
ложен1и координатныхъ осей, остается алгебраическою' и того 
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же порядка при всякомъ другомъ положен1и осей, а трансцендент- 
ная лишя остается трансдендентною. Пусть будетъ Р (гг, 2/) = О 
уравненхе алгебраической лин1и порядка щ а х, у' новыя прямо- 
лияейныя координаты точки {х, у). Прежн1я координаты х^ у, до 
формуламъ предыдущаго §, выразятся въ новыхъ линейными функ- 
щями, которыя изобразимъ чрезъ 

X = а -\- ах + а"у', у '=Ъ -{- Ь'х + Ъ"у; 

поэтому уравнеше ^Е' (х, у) = переменится на 

Р(а + ах +ау\ Ь + Ь^ + ЬУ ) = О, (2) 

которое будетъ алгебраическимъ относительно х и у'\ каждый 
членъ даннаго уравнешя Nа^у^ переменится на 

N(а■^- а'х + а'У/ (Ъ +- Ь'х + ЪУУ 

и можетъ произвести только алгебраичесше члены отнбсительно 
X и у' степени не выше р-\-^- А такъ какъ (р + д)^м, то степень 
уравнен1я (2) будетъ не выше п; следовательно, перемена коор- 
динатъ не повышаетъ степени уравненхя. Легко видеть, что сте- 
пень уравнешя (2) не можетъ быть и ниже щ потому что, до- 
пустивъ противное, мы найдемъ, что степень уравнешя повысится, 
при переходе отъ координатъ х, у' обратно къ координатамъ х, у] 
а это по доказанному невозможно. Итакъ, уравненхе лин1и остается 
алгебраическимъ порядка п. Изъ этого также видно, что алгебра- 
ическое уравнеше не можетъ перейти въ трансцендентное, а сле- 
довательно, обратно, трансцендентное не можетъ перейти въ 
алгебраическое. 

31. Число членовъ въ уравнеши (1), ^^ — ' — -^ -, зависитъ 

отъ числа точекъ, необходимыхъ для определешя лиши. Вообш;е 

наибольшее число точекъ, необходимыхъ для определешя алгебра- 

(п+1)(п+2) ^ п(п + 3) 
яческой лиши порядка п, есть ^^ — ' — ^^^ — ' 1 = — ^— ^^ , 

если только нетъ еп1;е другихъ услов1Й для определенхя лиши. Это 
объясняется следуюпщмъ образомъ: 

Чтобы определить лин1ю порядка м, надобно определить коэф- 
фитенты всехъ членовъ ея уравнешя (1). Одинъ изъ этихъ коэф- 
фяд1внтовъ можно привести къ единице, разделивъ все уравненхе 
на этотъ коэффищентъ, такъ что число неизвестныхъ коэффицхен- 
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п(п+3) 
товъ будетъ единицею меньше числа членовъ, а именно: -^-^ — ; 

столько же должно быть условШ для ихъ опред'Ьлен1я. Можна 
получить эти условк, допустивъ, что лишя проходитъ чрезъ столько 
данныхъ точекъ, сколько въ ея уравнен1и неизв'Ьстныхъ коэффи- 
щентовъ; потому что отъ подстановлен1я координатъ каждой дан- 
ной точки въ уравнеше лин1и мы получимъ условное линейное 
уравнеше между коэффищентами. 

2 (2 + 3) 
Напр., для опредЬлешя лиши 2-го порядка надобно 7^ == 5 

точекъ. Пусть будутъ: Л (О, 1), Б (О, 2), (7(2, 2), В (2, 0), ^(1, 0) 
данныя точки, чрезъ который должна пройти лин1я 2-го порядка. 
Уравнеше лиши 2-го порядка, по разд^ленш на постоянный 
членъ, приметъ видъ 

ах^ + Ъху + су* + йа; + ^2/ + 1 = ^• 
Подставивъ въ него вм-Ьсто х и у координаты данныхъ тючекъ, 
получимъ условныя уравнен1я: 

с + е + 1 = О, 4с + 2е + 1 = О, 

4а + 4& + 4с + 2й + 2с + 1 = О, 

4а + 2й + 1 = О, а + й + 1 = О, 

изъ которыхъ выводимъ: 

й = 2' ' = ~2' ^ = 2' ^ = ~2' ^"^4' 

следовательно, уравненхе лиши 2-го порядка, проходящей чрезъ 
данныя точки, есть 

или, по освобожден1и отъ знаменателей, 

2х^ + ху -\- 2у^ — 6х — 6у-\- 4=^0, 

Если положимъ, что въ уравнеши лин1и некоторые коэффи- 
д1енты равны нулю, или, если возьмемъ для нихъ численныя зна- 
чен1я, то, для опред^лешя остальныхъ коэффид1ентовъ, надобно 

взять меньше, чъмъ — - точекъ. 

— * Можетъ случиться, что при опред^ленхи коэффиц1ентовъ по 
вышеизложенному способу мы найдемъ для нихъ безконеч:еыя 
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или неопред'Ьленныя значешя: это значить, что коэффищентъ, 
на который было предварительно разделено уравнеше, равенъ 
нулю, а также и т4, которые принимаютъ неопределенный видъ. 
Въ этомъ можно удостовериться сл-Ьдующимъ образомъ: 

Изобразимъ общее уравнеше линш порядка п (1), разделенное 
на коэффищентъ одного члена, чрезъ 

аа + Ьр + су + . . . + гх + р. = 0., (3) 
где а, р, у, . . . , X, р. суть функцш координатъ вида x^у^, а,Ъ,с,,,.,1 не- 
известные коэффиц1енты, число которыхъ означимъ для со- 

кращен1я чрезъ т. 

Пусть будутъ (л?1, уО, {х^, у^\ . . . , {х^, у^) координаты данныхъ 
точекъ, чрезъ которыя должна проходить лин1я, и означимъ вообще 
чрезъ а,, р,', у,-, . .'. , X,-, [I,- выводы, полученные отъ подстановленхя 
координатъ Х{^ у,> вместо х, у въ выражешя а, р, у, . . . , X, р.. Под- 
ставивъ поочереди координаты данныхъ точекъ вместо х, у въ 
уравнеше линш (3), получимъ т линейныхъ уравнешй для опре- 
делен1я а, Ь, , ., , I. 

аа, + Ь?1 + ^1 -4- . . . + 1К + [^1 = 0, 

т^ + Ъ% + СТ2 + • • • + '>^ + К'г = О, 

(4) 



««ш + Ъ^т + Су,п + . . • + ?Х^ + |Х« = О, ] 

изъ которыхъ выведемъ величины: 

гд-Ь знаменатель М есть определитель ^), составленный изъ вели- 
чинъ: а, р, у, . . . , X, т.-е. М=1^± (я^, %, Уз. . . . , Х^), а числи- 
тель А выводится изъ М чрезъ подстановленхе 

— Н1» — Р^. • • • » — Н-т 

соответственно вместо а^, «а, . . . , а„; Б также выводится изъ 
Ж чрезъ подстановленхе — р^, — р,, . . . , — \ы вместо р1, % -»- ?т 
и т. д. Внеся найденныя выражен1я а, Ь, с . . Л въ уравнен1е (3) и 
помножйвъ потомъ все уравнен1е на Ж, получимъ 

Ла + В? + Су + . . . + XX -[- Ж[х = 0. (5) 



1) См. объ опред'Ьлителяхъ: Прибавленге Т. 
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Это есть общ1й видъ уравнен1я лиши порядка п, проведенной 

^(п + 3) 
чрезъ т = производьныхъ точекъ. 

Если отъ подстановлешя вм4сто (х^, уХ (х^, у,), . . . , (х^, Ут) ча- 

А В 

стныхъ значешй выйдетъ Ж= О, то выражешя: а=^,Ъ = ^^ ... , 

? = д^ обратятся или въ оо, или въ -^^. Въ такомъ случа* уравне- 

н1е (5) приведется къ сл-Ьдующему: 

Ла + щ + Су + ... + и = о. 

Ером* М\1 зд'Ьсь исчезаютъ т* члены, которые соотв-Ьтствують 
аеопред'Ьленнымъ выражен1ямъ а, Ь . . . ; наприм^ръ, если а = о, то 
-4 = О и, следовательно, членъ Ла исчезаетъ. Можетъ случиться, 
что всЬ коэффиц1енты а, Ь, с ... принимаютъ неопред'Ьленный 
видъ §; тогда вс4 коэффицхенты Л, Ву С ... Ь, Ж равны нулю и 
уравнен1е (5) становится тожественнымъ: Тогда данныхъ точекъ 
недостаточно для опредЬлешя лиши; потому что одно или не- 
сколько изъ условныхъ уравненШ (4) будутъ сл-Ьдствхями прочихъ, 
т. -е. данныя точки такъ расположены, что, если чрезъ некоторый 
изъ нихъ проведена будетъ лин1я порядка п, то на ней будутъ 
находиться проч1я точки. Такое обстоятельство, какъ мы увидимъ 
после, въ самомъ деле встречается. 

32. Число точекъ переаьченгй двухъ алгебраическихъ лингй не 
можетъ превосходить произведенгя чиселъ, означающиосъ порядки, къ 
которымъ прииадлежатъ лиши. 

Во-первыхъ, заметимъ, что данныя лиши всегда могутъ быть 
отнесены къ такимъ координатнымъ осямъ, что каждая изъ точекъ 
ихъ пересечешй имеетъ свою ординату и свою абсциссу, непри- 
надлежащую другой точке пересечен1я, т.-е. не будетъ двухъ или 
более точекъ на одной прямой, параллельной координатной оси. 
Въ самомъ деле: пусть будутъ М^, Ж,, Ж,, М^... разсматриваемыя 
точки; соединимъ ихъ по две прямыми: М^М^^ М^М^, М^М^ ... и 
проведемъ чрезъ точку О параллельныя этимъ прямымъ: ОА^^ ОЛ^^ 
ОАз . . . Очевидно, что две оси: Ох, Оу, не совпадающк съ по- 
следними, имеютъ требуемое свойство, что прямыя: М^М^, М^Ш^^ 
ЖгЖз . . . не могутъ быть имъ параллельны, а потому точки Ж^, Л^, 
Ж • • • будучи отнесены къ этимъ осямъ, не могутъ иметь обп^ихъ 
абсциссъ или общихъ ординатъ. 

Допустивъ это, означимъ чрезъ п и п порядки алгебраических'ь 
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ЛИН1Й, пересекающихся въ точкахъ: М^, М^, Жз . . . а чрезъ Ь = О 
и X' = О ихъ уравнен1я относительно осей Ох, Оу. Абсциссы 
точекъ: Жх, Л^, Жз ... суть корни уравнешя, происходящаго отъ 
исключешя у между уравнешями Ь = и 1/' = 0, а число этихъ 
корней (по теорем* Безу) не можетъ быть больше пп; следова- 
тельно, и число абсциссъ не больше пп; но каждая изъ точекъ: 
ДЖаЖв . . . им^еть особенную абсциссу; следовательно, число 
этихъ точекъ также не больше пп\ 

Когда уравнен1я: I/ = О и Х' = О неполныя, такъ, что высшая 
степень у въ уравненш X = О есть у*^~^, а въ уравнеши X' = О, 
/*'~^', то степень уравнен1я, происходяш;аго отъ исключен1я у, 
будетъ не выше пп — рр *); следовательно, въ этомъ случае 
число точекъ пересечешй лин1й: Х = и Ь' = О не больше 
пп — рр Напримеръ, лин1и: 

хУ Н- а?'у — 5 = О, ж'у + 2ж — у + 5 = О 

могутъ пересекаться не более какъ въ 9 точкахъ. 

Изъ доказаннаго следуетъ: 

Дв4 прямыя могутъ пересекаться только въ одной точке. Чрезъ 
две точки можно провести только одну прямую. Прямая пересе- 
кается съ кривою 2-го порядка не более, какъ въ двухъ точкахъ. 
Дв4 ЛИН1И втораго порядка могутъ пересекаться не больше, какъ 
въ 4-хъ точкахъ. Чрезъ 5 точекъ можно провести всегда только 
одну лишю втораго порядка; потому что, если допустимъ, что 
чрезъ 5 точекъ могутъ проходить две лин1и 2-го порядка, то 
вышло бы, что две лин1и втораго порядка пересекаются въ пяти 
точкахъ. 

Лиши 3-го порядка могутъ пересекаться не больше, какъ въ 

9 точкахъ. Такъ какъ при п = 3 будетъ 7" — = 9, то по 9-ти 

данным'ь точкамъ можно определить линш 3-го порядка. Однакожъ 
можетъ случиться, что этихъ точекъ будетъ недостаточно для 



*) ТЬёогхе §ёпвга1в йез ё^иаиопз а1§ёЪг1дие8; раг М. Вё2ои1; 1779. Рагхз: 
ра^. 45- 

Лрофессоръ Миндингь далъ простой способъ находить съ точностью 
степень уравнен1я, происходящую отъ исключен1я одного неизв'Ьстнаго 
пзъ Л^У^^ уравнвн1й съ двумя нензв'Ьстными. См.Сог«г8 ^АХдёЬге зирёпеигву 
раг Зегге^;, 
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опред'Ьлен1я лийш, всл-Ьдствте особеннаго ихъ расположешя, по 
которому чрезъ эти 9 точекъ можно провести множество лин1Й 3-го 
порядка. Подобное обстоятельство встречается и въ опред'Ьлен1и 
лиши порядка выше 3-го. Это кажущееся противор*Ч1е (называе- 
мое парадоксомъ Крамера) объясняется, какъ мы видели выше, 
т4мъ, что могутъ сделаться неопределенными условный уравнешя, 
служащ1я для вычислешя коэффицхентовъ уравнея1я лин1и по коор- 
динатамъ данныхъ точекъ, чрезъ который она должна пройти. 

33. Докажемъ, что это обстоятельство въ самомъ д-Ьл* суще- 
ству етъ. Для этого обратимся опять къ уравнешю лиши порядкам, 

аа + Ь^ + с^-^- ,,. + 11+11 = 0, (3) 

(см. § 31), въ которомъ должно определить коэффицхенты по коор- 
динатамъ данныхъ точекъ: (х^, у^), (х^, у^\ . . . , (л;^„ у^). Найдемъ 
сперва уравнеше лиши, проходящей чрезъ ш — 1 точекъ: 

(Л^п У1), (Л?2, У^Х -' , (^т-1, Ут-г)' 

Для этого получимъ условный уравнешя: 

аа, + Ь?1 + ^1 + . . . + 1К + Р'1 = О, 
«а« + Ь?2 + ПГ2 + • • • + '^ + Н^ = О, 



т^_1 + Ь^3,„_1 + С7,„_1 + . . . + 1'к^_^ + [л,„_, = О, 

посредствомъ которыхъ мы можемъ выразить т — 1 изъ коэффи- 
ц1ентовъ: а, Ь, с , . . . , /, функщями одного, наприм4ръ Ь, с, . . . , ^ 
функщями коэффиц1ента а. По свойству р^шенхй линейныхъ ура- 
внешй, эти функц1и будутъ линейныя относительно а. Пусть будутъ: 

6 = 61 + Ь^а 



2 = ?1 + 12а; 
отъ этого уравнен1е (3) приметъ видъ 

аа + (Ь, + Ь,а) ^ + {с, + с,а) т + • • • + («^ + Ы X + |х = О 

или 

Д + аЦ = О, (в) 
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гд-Ь для сокращен1я положено: 

А = &!? + са + ^^^-\-г^^ + \^ 
А = « + ь^Р + ^2Т + • • • + '2>^. 

Это уравненхе принадлежитъ всякой лиши порядка п, проходящей 
чрезъ данныя т — 1 точки: (х^, у^), . . . , (л;„_1, Ут-х)- Между та- 
кими лин1ями зам'Ьчательны дв'Ь, опред^ляеыыя уравнешями ^^ =■■ О, 
и Хг = 0. Первое изъ этихъ уравнешй мы получимъ, положивъ 
а = О въ уравнен1И (6), а второе, вычтя уравнен1е Д = О изъ 
Ц + <*А =^ ^у "^то дастъ аЦ ■= О или Д = 0. 

Когда п Ш т, т.-е. п' ^ — ^ или п^З, тогда число то- 

чекъ пересЬчевай лин1й: Д =: О, Х^ = О можетъ быть больше 

числа данныхъ точекъ: (х^, уО, . . . , (л:^_1, 2/т-1)> чрезъ которыя 

мы провели разсматриваемыя лин1и, а именно: вром*]^ этихъ 

точекъ, лиши Хд = О п Х, = О могутъ пересЬкаться еще въ 

2 7г(п+3) п(п — Ъ) 
п ^ — - = точкахъ, чрезъ которыя должна прохо- 

дить также всякая литя, определенная уравнен1емъ (6); потому 
что координаты этихъ точекъ, будучи подставлены въ уравнете 
(6), обращаютъ въ нуль величины Х1 иХа и, следовательно, удовле- 
творяютъ уравнен1го (6) при всякой величин* а. Изъ этого заклю- 
чаемъ, что, если последняя изъ данныхъ точекъ, чрезъ которыя тре- 
буется провести линш порядка м, а именно: {х^, у,„), находится въ 
перес*чеши лиши: Х1 = и X, = 0, то чрезъ данныя точки: (д?1,^1) 
(^2 У%)ч • • • 9 (^т5 У'п) можно провести множество линШ порядка п. * — 

34. Алгебраическое уравнен1е о двухъ переменныхъ: а;, у, раз- 
гматрвваемыхъ, какъ прямолинейный координаты, не всегда при- 
надлежитъ отдельной линш порядка, опред^ляемаго степенью 
уравнен1я, и можетъ представить сл^дуюпце случаи: 

а) Уравненхе можетъ ничего не выражать, наприм'Ьръ, уравнете 

:г» + I/» + 1 = О, 

которому не могутъ удовлетворять никаюя вещественныя вели- 
чины л? и у. 

Ь) Уравнен1е можетъ принадлежать одной или н-Ьсколькимъ 
отд^льнымъ точкамъ, наприм4ръ 

^^ + 2/^ = 0, уЧ^-«)' + ^Чу-?Г = 0; 
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* 

первое удовлетворено только координатами начала: о: = О, ?/ = О, а 
второе координатами точекъ: (О, 0) и (а, р). 

с) Уравненхе можетъ разлагаться на несколько другихъ ура- 
внешй, низшихъ степеней, принадлежащихъ или линкмъ низшихъ 
порядковъ, или представляющихъ два предыдупце случая. Напри- 
м'Ьръ, уравненхе 

у^ — д?* = О или {у + х){у — х)=^0 

можетъ быть удовлетворено величинами х п у, обращающими 
въ нуль, или множитель у + ж, или множитель у — х, т.-е. ура- 
анешю у^ — л?* = О удовлетворяютъ координаты точекъ двухъ 
прямыхъ литй: у -\- х=^0, у — а; = 0, проходящихъ чрезъ на- 
чало координатъ и разд-Ьляющихъ пополамъ углы, составляемые 
координатными осями. 

Уравненхе 3-й степени 

[х' + у^ + 1) (?у - X) -. О, 

аринадлежитъ только прямой лин1и у — л; = О, потому что веще- 
-ственныя величины х л у, ему удовлетворяющая, могутъ только 
обращать въ нуль множитель у — х- 

Итакъ, уравнеше 1'{х, у) == О степени п о двухъ перем*нныхъ 
X, у, разсматриваемыхъ, какъ прямолинейныя координаты, тогда 
только принадлежитъ лиши порядка п, когда первая его часть 
]Р{х, у) не разлагается на ращональные множители и когда ему 
удовлетворяютъ перем4нныя вещественный величины: л; и у. 

— * Вотъ наиболее замечательные случаи, въ которыхъ функ- 
д1я о двухъ перем-Ьнныхъ 'Р{х^ у) можетъ быть разложена на мно- 
жители рацюнальные: 

а) Когда 1Е'{х^ у) однородная функц1я относительно х ти у. 
Тогда, положивъ у = ах, получимъ 

Г{х,у) = Р{\, а)х'\ 

гд* 2^(1, а), есть функщя одной величины а и можетъ быть раз- 
ложена па линейные множители, подъ видомъ 

А {а — а^ {а — а^, . . . , (а — а„\ 
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причемъ а„ а», . . . , а» суть вещественные или мнимые корни <})унк- 
щи Р{1, а); сл-Ьдовательно, 

^(^. у) = Л(а— а,) (а — а^% ...,(« — ««) ^'' = 

— Л (у — а,х) (у — а^х)^ . . . , (у — а„ж). 

Поэтому уравнеше Р{х^ у) = разложится на п уравнен1й первой 
степени: 

у — а^гг = О, у — ^2^ = О, . . - , 2/ — а^х = 0. 

Т* изъ нихъ, въ которые входятъ вещественныя величины «1, а^ - -- 
принадлежать прямымъ лин1ямъ. 

О р и м Ь р ъ: уравнеше у^ — 2ху — Зж* = О принадлежать двумъ 
прямымъ: 

у — Зд? = О, у -\' X =^ 0. 

Ъ) Если д-Ьлая рац10нальная функц1я {(х, у) степени ниже урав- 
нен1я Р(х, у) = О не разлагается на множители и если, по исклю- 
чея1и у изъ уравненШ 1^(а;, у) = О и /'(л:, у) = О, получится тоже- 
ственное уравнеше относительно ж, то сама функцхя ^(х, у) будетъ 
множителемъ функпди Р(х, у) и, следовательно, последняя разло- 
жится по крайней м-Ьр* на два множителя. Въ самомъ д4л4: если, 
уравневае, происходящее отъ исключеная у изъ уравненш Р(х, у)=^0 
и /*(л?, у) = О, тожественно относительно х, то это значить, что 
при В1\якой величин* х эти уравнен1я будутъ удовлетворены общек> 
величиною у, и, следовательно, функц1и Р{х, у) и ^(х, у) должны 
им-ЬтБ общимъ дЬлителемъ некоторую функц1Ю х, у. А такъ какъ по 
предположеваю функц1я ^(х, у) не разлагается на множители, то она 
сама должна быть этимъ общимъ д4лителемъ. Изъ этого предло- 
жен1я вытекаетъ сл-Ьдствае: 

Если ^(х, у) = о есть уравненхе линш порядка р, и координаты 
рп -+ 1 ея точекъ, им4ющихъ разныя абсциссы: х^, х^^ . . . , х^,,^^^, 
удовлетворяютъ уравнен! ю степени п 

Р{рс, у) = о, 
то последнее неможетъ принадлежать линш порядка п, а разлагается 
на два уравнен1я низшей степени: ^{х, у) = О и . ' ^; = 0. Въ са- 
момъ дел*: уравнеше, происходящее отъ исключешя у изъ ура- 
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внешй ^{х, «/) = О и 1\х^ у) = О, будетъ степени не выше рп, а 
между т4мъ оно должно быть удовлетворено рп -^- I различными 
величинами: х^, х^, ... , ^рп+и что тогда только возможно, когда 
уравнеше тожественно относительно х; следовательно, по доказан- 
ному выше предложенш, Р(ху у) должна им4ть множителемъ /'(ж, у). 
Наприм'Ьръ, если координаты трехъ точекъ, находящихся на пря- 
мой линш, удовлетворяютъ уравненхю 2-й степени, то это уравне- 
ше не принадлежитъ лиши 2-го порядка, а двумъ прямымъ, а 
именно: прямой, на которой взяты три точки, и другой прямой, 
которой уравненхе происходитъ отъ разд'Ьлен1я разсматриваемаго 
уравнешя 2-й степени на уравнеше первой прямой'. 

35. Еогда лиши порядка п, Х = О и X' = О, пересгькаются въ 
самомъ дгьмь въ п^ точкахъ, между которыми пр точекъ лежать 
на линш порядка р, то есть остальныя п* — пр =^ п(п — р) точки 
должны находишься на линш порядка п — р. 

Пусть будетъ Р=0 уравнен1е линш порядка р, проходяп1;ей 
чрезъ пр точекъ, взятыхъ между точками пересечения линШ X = О 

I ?2 1)\ (п Т) \ Н^ 

И X' = 0. Изъ остальныхъ м' — пр точекъ возьмемъ ^^ — ^-^ — 

и проведемъ чрезъ нихъ линш порядка п — р, которой уравнеше 
означимъ чрезъ ^ = 0. Дв* лин1И Р = О и ^ = О вм-Ьст* соста- 
вляютъ одну сложную ЛИН1Ю, определенную уравнентемъ степени 
п, Р^ = О, и проходяп1;ую чрезъ 

I { п — р)(п — у^Ъ) ^ п{п-\-Ъ) р{р — Ъ) 
^ ' 2 2 ' 2 

тт ^ п{п + Ъ) 
точекъ. Число этихъ точекъ больше или равно числу 1, 

потому что — - ^ — 1. Следовательно, лин1я Р^ ^= О, им4я 

П^П^ 3) ^ . • г /ч г/ л 

— - — 1 общихъ точекъ съ лишями X = О и X =0, должна про- 

ходить (какъ было доказано въ § 33) чрезъ остальныя точки пере- 
сечен1я лиши X = О и X' = 0. Но лиши Р= О не можетъ имъть 
съ ними более пр общихъ точекъ (по доказанному въ § 32); по- 
этому остальныя п^ — пр точки должны находиться на лин1и 
^ 1= О, что требовалось доказать. 

Если предположимъ, что каждое изъ уравнешй: X = О, X' = о 
представляетъ систему п прямыхъ лин1й, то изъ доказаннаго пред- 
положен1я выведемъ следуюп1;ее замечательное заключенхе: ^ногда 
между п^ точками переоьуенШ системы п прямыхъ линш съ другой^ 
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системою п прямыхъ им)ьется пр точекъ на лиши порядка р, то 
есть остальныя точки перестьченш прямыхъ будутъ находиться на 
одной лиши порядка п — р, Напримгьръ, когда между Э-ю тоетами, 
въ которыосъ перес^ькаются три прямыя съ тремя другими пря- 
мыми имп)ется 6 пючекъ на линги 2-ю порядка^ то остальныя три 
точки перетченгя прямыхъ находятся на линги порядка 3 — 2, 
т.-е. на одной прямой линги. Въ этомъ состоитъ зам-Ьчательная 
теорема Паскалева миютическаю гексаграмма^ которую можно еще вы- 
разить сл-Ьдующимь образомъ: во всякомъ гиестиуюльникть ЛВСОЕР, 
вписанномъ въ лингю втораю порядка^ п&ресгьченгя Р, Р', Р" про- 
тивополооитыхъ сторонъ: АВ и ВЕ, ВС и ЕР, СВ и ЕА, нахо- 
дятся на одной прямой В, 

На основан1и этой теоремы легко начертить всякую лин1ю вто- 
раго порядка по даннымъ пяти ея точкамъ: А, Д С, В, Е. Для 
этого, опред'Ьливъ точку Р перес'Ьчен1я прямыхъ АВ и ЕВ, про- 
ведемъ чрезъ нее произвольную прямую ЬР и зам-Ьтимъ точки Р' 
и Р" пересЬчешя последней прямой съ прямыми ВС и СВ; по- 
томъ проведемъ Р'Е и Р"А, въ перес*чен1и которыхъ получимъ 
точку Р, принадлежащую лип! и втораго порядка, проходящей чрезъ 
данныя точки. Перем'Ьнивъ положеше прямой РЬ и повторивъ 
иредыдущ1я построенхя, найдемъ еще точку искомой лин1и, и т. д. 
При непрерывномъ обращеши лиши ВЕ около неподвижной точки 
Р, точки Р' и Р" будутъ двигаться по неподвижнымъ прямымъ СВ 
и 1)С, а прямыя Р'Е и Р"А вращаться около неподвижныхъ 
точекъ Е и А, т точка 
Е начертитъ непрерыв- ^^ 

Еымъ своимъ движен1емъ 
лин1ю 2-го порядка. Сле- 
довательно, если трипря- 
мыя РВ, Р'Е и Р^А 
станутъ враищться въ 
треооъ неподвижныхъ точ- 
кахъ Р, Е и А, между Фиг. 63 

тп>мъ какъ Р и Р", 

перестьченгя двухъ прямыхъ: Р'Е и Р"А съ РВ, двигаются по 
неподвижнымъ прямымъ СВ и СВ, то Е, перес^ьченге прямыхъ 
Р'Е и Р'А, на^ьертитъ лингю втораго порядка. * — 

36. Въ плоскости разематриваемой кривой лиши могутъ суще- 
ствовать точки и прямыя лин1и, им^юпия особенныя свойства. 
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которыми МОЖНО воспользоваться при изсл'Ьдованхи лин1и. Сюда 
принадлежатъ: центры, д1аметры и вершины. 

Центромъ кривой линги называется точка, въ кото- 
рой пересекаются пополамъ век хорды, чрезъ нее про- 
веденныя. Такъ, если С есть центръ, ЛЛ' прямая, 
чрезъ него проведенная, ж Л, А\ Д В' перес4чен1я 
этой прямой съ кривою, то ЛС=^Л'С, ВС=^В'С. 

Дгаметромъ кривой называется прямая, разделяю- 
щая пополамъ хорды, параллельныя данной прямой, 
называемой сопряженною съ дхаметромъ. Такъ, если 
ЛВ есть дтаметръ, СВ прямая, съ нимъ сопряженная, и Ж, Ж', 
Д N' точки, въ которыхъ кривая пересЬкается съ какою-нибудь 
прямою, параллельною СВ, то ЛВ пересЬкаетъ 
пополамъ въ точк* Е хорды ММ\ NN', т.-е. 
должно быть: МЕ = Ж' Д КЕ = N'Е, Хорды: 
ММ\ NN' называются сопряженными съ д1а- 
метромъ. 

Дгаметръ, перпендикулярный къ сопряжен- 

нымъ хордамъ, называется главнымъ или осью 

кривой, а пересЬченхя его съ кривою, веритнами. 

Два Д1аметра, служапце одинъ другому сопряженною хордою, 

называются сопряженными дгамешрами. 

Взаимно-перпендикулярные сопряженные Д1аметры называются 
главными. 

37. Если кривая им-Ьетъ центръ, и уравнен1е кривой Е(х, у) = О 
отнесено къ осямъ, им-Ьющимъ начало въ въ этой точк*, то ура- 
внен1е не должно нарушиться отъ перемены л; на — л: и у на — у. 
Это легко доказать сл-Ьдующимъ образомъ: допустимъ, что О есть 
центръ кривой и М какая нибудь ея точка, 
определенная координатами х =^ ОВ 11у= МР, 
По свойству центра кривая должна им^ть 
на прямой ОЖ еще точку Ж', симметриче- 
скую съ Ж, такъ что ОМ' ^ ОЖ. Проведя 
М'В' параллельную Оу, получимъ два рав- 
ныхъ треугольника ОМ' В' и ОМВ, въ кото- 
рыхъ ОВ' = ОВ я М'В' = ЖР, а потому 
координаты точки Ж' суть: — х и — у. 
Такъ какъ М' находится на кривой, то уравненхе Е(х, у) = должно 
быть удовлетворено величинами: — х, — у, т.-е. Е( — х, — у) = О. 
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Для этого надобно, чтобы при перелгЬн'Ь х на — х и у на — у, 
вс4 члены уравнешя V {х, у)^='0 оставались при т*хъ же зна- 
кахъ, или вс4 переменили бы свои знаки. Первое обстоятельство 
можетъ представиться только тогда, когда уравнеше 2^ (а?, у) = О 
и ВС* его члены будутъ четныхъ степецей (включая сюда и постоян- 
ный членъ), а второе, когда уравнеше и вс* его члены будутъ 
нечетныхъ степеней. Наприм'Ьръ: 

л;* + у' — а* = О, х'' + у' — х-\-у = 0. 

Если уравнеше кривой им*етъ члены четныхъ и нечетныхъ 
степеней, то начало координатъ не есть центръ кривой. Чтобы 
узнать, им'Ьетъ ли кривая центръ, надобно посмотреть, нельзя ли, 
чрезъ перенесеше начала координатъ въ другую точку, преобра- 
зовать уравненхе кривой въ другое, въ которомъ вс4 члены были 
бы или четныхъ или нечетныхъ степеней. Если это преобразован1е 
возможно, то новое начало координатъ будетъ центръ кривой. Въ 
противномъ случае кривая не им^етъ центра. 

38. Приложимъ этотъ способъ отыскивать центръ къ линхямъ 
второго порядка. Общ1Й видъ уравненхя таковой лиши есть 

Ах^ + Вху +Су'Л'1)х + Еу^Р=0. (1) 

Преобразуемъ его, перенеся начало координатъ О въ другую 
точку О'. Означивъ чрезъ аир координаты новаго начала отно- 
сительно первоначальныхъ осей, а чрезъ х\ у' новыя координаты 
относительно осей 0'х\ 0'у\ параллельныхъ прежнимъ, будемъ 
им-Ьты 

х = х -{- ^^ у = У + Р 
(см. § 29); поэтому данное уравненхе преобразуется въ следующее 

А{х + а)' + В{^ + а) {у' + р) + С(у' + р)» + 1){х + а) + 

+ ^Е;(у' + ^з) + ^^=о 

или 

Асо'^^Вх'у + Су'^ + (2Ха + Бр + 1))ж' +Ба + 2^^ + Щу + 
+ Аа^ + ^«Э + С|5* + 2)а + -Ер + 2^ = 0. (2) 

Зд*сь не должно быть членовъ первой степени относительно х ,у\ 

I. Сомовъ.— Геометр1я. о 
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Когда В^ — 4:АС = 0, тогда формулы (4) даютъ для а и [3 
значен1я или безконечныя, или неопределенный. Если числители 
выражешя (4) неравны нулю, то об'Ь величины а т ^ безконечны. 
Въ этомъ случа* кривая (1) не им*етъ центра и нельзя уравнеше 
(1) привести къ виду (5). Прямыя (3) тогда параллельны. Также 
7 лиши (1) не будетъ центра, когда одно изъ выражен1й (4) бе- 
ретъ видъ "5- , а другое оо. Это случится, когда В и одна изъ 
величинъ: Ли С равны нулю, и притомъ одна изъ величинъ В т Е 
не равна нулю; наприм'Ьръ, когда 5=0, ^. = О, а С я I) не равны 
нулю; тогда а =■ оо, ? = ^ . Если же оба выражешя (4) берутъ 
видъ -^-, тогда аир, какъ известно, могутъ и1гЬть безчислейное 
множество значенШ. Притомъ, если Б не равно нулю, то изъ двухъ 
равенствъ: В* — 4гАС=^0 и 2 СВ — ВЕ = О вытекаетъ третье 
2АЕ — ВВ = 0; такъ что вм-Ьст* съ ос = -^^ будетъ и р = -^^ . Въ 
самомъ д*л*: если В не равно нулю, то равенство В* — 4:АС = 
требуетъ, чтобы, ни А, ни (7, не было равно нулю; приэтомъ мо- 
жетъ случиться, что 2)= О, тогда и ^/= О по услов1Ю 2СВ — ВЕ==^Оу 

отчего оба выражешя (4) берутъ видъ -^- . Въ случа-Ь же 2) ^ О, и 
Е не равно нулю; тогда изъ равенствъ 

В^ — 4:АС=0 и 2СВ — ВЕ=^0 

вытекаетъ равенство 

2В'СВ = 4АСВЕ, 

которое, будучи разделено на 2 ВС, приводится къ следующему 
ВВ = 2 АЕ или 2АЕ — ВВ = О, что и требовалось доказать. Три 
равенства: 

^5' — 4^С=0, 2СВ— ВЕ=0, 2АЕ—ВВ = 
могутъ быть заменены пропорц1ями: 

2А_^ _В 

"В~2С~Е' ^^^ 

показывающими тожество уравнешй (3); следовательно, въ разсма- 
триваемомъ случае прямыя (3) совпадаютъ въ одну, которая пред- 
ставляетъ общее м^сто центровъ лин1и (1). Пропордхи (8) даютъ 
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отчего уравнеше (1) можетъ быть представлено подъ видомъ: 

или 

(2 Ах + ВуУ + 2П (2Ах + Ву) -{- 4АР = О, 

откуда выводятся два уравнен1я первой степени 



2 Ах '\- Ву = — В + УВ* — 4: АР , ] 

^ >. (9) 

2Ах + Ву = — В — УВ' — 4:АР I 

Если 2)" — 4с АР > О, то вторыя части этихъ уравнешй вещественны, 
и тогда уравнешя принадлежать двумъ прямымъ, которыя, всл4д- 
ств1е равенства коэффищентовъ при х ж у, параллельны между 
собою и параллельны прямой центровъ: 

2Аа + В? + В = 0. 

Въ частномъ случае, когда В^ — 4сАР = О, эти три прямыя совпа- 
даютъ въ одну. Въ сиуча* же В^ — ^АР < О уравнен1я (9) и, 
следовательно, уравнешя (1) не представляютъ никакого геометри- 
ческаго м-Ьста. 

Въ случа-Ь В=^ О выражен1я (4) могутъ быть неопред^ленныя, 
когда одно изъ количествъ А ж С ж одно изъ количествъ В ж Е 
равны нулю, а именно: А=^ О и В = О или = или Е =0, 
Уравнеше (1) тогда беретъ одинъ изъ двухъ видовъ: 

Су^ + Еу^ Р= О, Ах' + Вх + Е= 0. (Ю) 

Первое даетъ для у два постоянныя значен1я: 

Е^УЁ'—~4СЁ 



У = 



2С 



Если эти значен1я^вещественныя и неравныя, то будемъ им-Ьтб ура- 
внешя двухъ прямыхъ, параллельныхъ оси Ох; въ случа* равныхъ 

Е 

значенш эти прямыя совпадаютъ въ одну: у = — — , а въ случае 

мнимыхъ значешй первое изъ уравнешй (10) не представляетъ 
никакого геометрическаго м^Ьста. Также найдемъ, что второе изъ 
уравнешй (10) или принадлежитъ двумъ прямымъ, параллельнымъ 
оси Оу, или одной прямой, или ничего не выражаетъ. 
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йзъ всего разбора заключаешь, что если уравнеше (1) предста- 
вляетъ кривую лишю, то эта кривая им4етъ центръ, когда 

В*— 4^.0^0, и не им4етъ центра, когда Б' — 4^.(7=0; ура- 
внеше можетъ принадлежать двумъ параллельнымъ прямымъ, совпа- 
дающимъ въ частномъ случае въ одну прямую, и наконецъ, можетъ 
не представлять никакого геометрическаго м4ста. 
П р и м ']^ р ы: 

1) Уравнеше Ьа? — 4д;у + 2у* — 4^ — 2х — 4 = можетъ 
принадлежать лиши съ центромъ. Для опред'Ьлен1я координатъ 
этой точки, аир, будемъ им4ть уравнешя: 

10а — 4р — 2 = О, — 4а + 4р — 4 = 0; 

откуда выходитъ: 

а = 1, Э = 2. 

Данное уравнеше, при начал* координатъ въ центр*, приведется 
къ следующему: 

5ж'' — 4.x у + 2у* — 9 = 0. 

2) Уравнеше 2х^ — 4:ху — 2у* — 4у — 2х — 3 =: О также мо- 
жетъ принадлежать линш съ центромъ. Координаты центра аир 
определятся изъ уравненш: 

4а - 4р — 2 = О, — 4а — 4р — 4 = О, 

а именно: а = — ~, В = — -. 
4 4 

По перенесен1и начала координатъ въ центръ данное уравненхе 
преобразуется въ следующее: 

2х'^ — 4.x у'^ — 2у^ — ^ = 0. 

3) Уравнеше а? — 2ху -\- у^ — 2х -{- Ъу — 4 = не можетъ 
принадлежать лин1И съ центромъ. 

4) Уравнеше а? — 2ху + у'' — 2у + 2д; — 3 = О можетъ быть 
представлено подъ видомъ 

{х-уГ + 2{х-у)-Ъ=0, 
и разложится на два первой степени: 

X — У + 3 = О, X — у — 1=0, 
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принаддежащтя двумъ прямыыъ параллельнымъ, Еоторыя им']^ютъ 
бе$^численное множество центровъ, находящихся на прямой 

х — у+1^0. 

5) Уравнеше л;' — 2ху + у* + 2у — 2л; + 1 = можетъ быть 
приведено къ виду 

(х — уУ — 2(х — у) + 1=0 
или 

{х — у — 1У = 

и принадлежитъ одной прямой х — у — 1 =0. 

6) Уравнеше ж" — 2ху + у' + 2у — 2л; + 3 = О принимаетъ 
видъ 

{х — уУ-2{х — у) + 3 = 0; 

откуда выходятъ два мнимыя уравнен1я: 



х — у=1± У— 2; 

следовательно, данное уравненхе ничего не представляетъ. 

39. Общее уравнеше кривой 2-го порядка съ центромъ, при 
начал-Ь координатъ въ этой точкЬ, им4етъ видъ 

Ах' + Бху+С1У+Я = 0. (1) 

Перем-Ьною направлешй координатныхъ осей можно преобразовать 
его въ другое, простейшее, въ которомъ не будетъ члена съ про- 
изведенхемъ об4нхъ координатъ. 

Пусть будутъ Ох, Оу прямоугольныя координатныя оси, къ 
которымъ отнесено уравнеше (и); Ох\ Оу' новыя прямоугольныя 
оси; х\ у новыя координаты точки (х, у) и а уголъ, составленный 
осью Ох! съ Ох\ тогда {у Ох) = а + 90°. Формулы (6), § 29, 
для перемены прямоугольныхъ координатъ въ прямоугольныя даютъ 

а; 1=:: д;' С08 а — у 81П а 

у = д;' 8т а + у С08 а; 
поэтому уравнеше (1) преобразуется въ сл-Ьдующее: 

{А сов* а 4" ^ С08 а 8Ш а + С 8Ш^ а) ж'* + 
+ \В (со8* а — 8Ш* а) — 2 {А — С) 81П а С08 а] х'у + 
+ (А 8Ш*а — Взшос сова + (7 С08* «)«/'* + ^ — 0. (2) 
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Чтобы не было въ этомъ уравнен1и члена съ произведентемъ коор- 
динатъ ху , должно положить 

В (С08' а — 81п' а) — 2 (4 — С) 81п а С08 а = 0. (3) 

Для удобнМшаго опред'Ьлетя угла а по этому услов1ю, введемъ 
8т (2а) и С08(2а) вместо 8ша и С08а. Такъ какъ 

С08* а — 8Ш* а = С08 (2а), 2 8т а со^ а ^= 8Ш (2а), 

то уравнеше (3) беретъ видъ: 

В С08 (2а) — {А — С) 81П (2а) = О (4) 

или 

• С08 (2а) \В—{А— С) Щ (2а)] = 0. 

Если А — С не равно нулю, то, какъ видно изъ уравнен1я (4), 
со8(2а) не можетъ быть равенъ нулю; следовательно, должно въ 
такомъ случае положить 

В—{А — С)\%2а = 0\ 
откуда 

^8(2а) = ^^. (5). 

Въ случаЬ А — (7=0 должно положить со8 (2а) = О, какъ видно 
изъ уравнеп1Я (4); но тогда 8Ш (2а) = ш:: 1 и !§ (2а) = оо. Къ 
этому же заключению ведетъ формула (5). Итакъ, эта формула во 
всякомъ случа-Ь опред-Ьляетъ уголь 2а; притомъ каковы бы ни были 
величины А, Д (7, формула (5) даетъ для 2а возможную величину, 
потому что тангенсъ способенъ получить всякое значенхе отъ — оо 
до + 00. Изъ этого заключаемъ, что вседа можно уничтожить 
членъ съ ху въ уравнен1И (2). Поел* того уравненхе приметъ видъ 

Жх" + Nу" + 6 = 0, (6) 

гд-Ь положено для сокращешя: 

Ж=^ А 008* а + 5 81П а С08 а + С 81П* а ] 

(7) 
N =^ А 81П' а — 5 8Ш а С08 а + (7 С08* а ] 

Формула (5) даетъ дв* величины для 2а. Означивъ чрезъ т 
лгеньшую изъ нихъ, можемъ положить 2а = т или 2а = ш-\- 180°, 
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откуда выходитъ: а = — , « = — -{- 90"; сл-Ьдовательно, для оси 

Ох можно взять одно изъ двухъ взаимно-перпендикулярныхъ на- 
правленШ, опред'Ьленныхъ этими углами. Изъ формулы (5) выво- 
димъ еще 

В 



8Ш (2а) 
СОВ (2а) 



±У{Л—СУ~+В' 

л — с 



(8) 



Двойной знакъ радикала ± соотв-Ьтствуеть двумъ значен1ямъ а. 

Если возьмемъ 2а == ж, т.-е. а = -— , то 8Ш (2а) = 81П (т) по- 

ложительная величина, потому что ш не больше 180°; тогда въ 
формулахъ (8) должно взять при У одинаковый знакъ съ В', если 

мл 

же возьмемъ 2а = ш + 180°, т.-е. а = — - + 90°, то 8Ш (2а) отри- 

дательный, а потому при У должно взять знакъ, противополож- 
ный знаку В. Итакъ, для осей Ох', Оу\ при которыхъ въ ура- 
внеши лиши не будетъ члена съ ху\ можно найти двоякое поло- 
жен1е. Каждое изъ этихъ положенхй можно переменить на другое, 
перем^нивъ направлеше положительныхъ х или положительныхъ 
у на противоположное; потому что уравнеше (6) не нарушается 
отъ перемены х' на — х ж у на — у\ 

Формулы (7) послужатъ для вычисления коэффищентовъ Мж N 
по даннымъ коэффиц1ентамъ А, Д (7 первоначальнаго уравнешя (1). 
Взявъ сумму и разность этихъ выражен1й найдемъ: 



М^N= ^(сов'а + 81П*а) + С (8Ш*а + С08*а) = А + С 
Ж — N=^А{с.о^^а — 8т*а) = 2Б8Ш аС08а — (7(со8*а — 8ш'а) = 
= {А— С) С08 2а + -В8Ш 2 а. 



(9) 



Подставивъ во второе изъ выраженШ (9) вместо 81П (2а) и 
С08 (2а) величины (8), получимъ 

м-в= и—су ^\-_^ ^^ ^у(^^_сТ + В\ 

±У{А — СУ-\-В' 
Присоединивъ сюда уравнеше 

М+К=А+С, 
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выведемъ: 



Ж- ^+^ = 


^/и — о' + Б' 


лл. 


2 


7Уг= А+С^ 


-1/и— с)' + в' 



2 

Для удобн^^йшаго опред'&иетя знаковъ этихъ величинъ преобра- 
зуемъ подкоренное количество 

{А—СГ^:ЕГ = А^ — 2ЛС+ с* + 5*. 

Придавъ и вычтя 4^(7, получимъ 

или 

(^-(7)« + 5« = и+С)' + п, 

гд* для сокращен1я положено В* — 4:АС=п. Итакъ 



^^ А + С^У(А + СУ + п 



^^ А + Сц::Уи + СУ + п 
2 



(10) 



По услов1Ю, что кривая 2-го порядка им'Ьетъ центръ, величина 
п = В* — 4АС (см. § 38) не равна нулю: она отрицательная 
или полооюительисш; отъ этого выходить два случая: 

а) Когда п = Б* — 4 АС отрицательная, тогда произведеше 
АС должно быть положительное, а потому А и С должны им-Ьтб 
одинаковые знаки. Можно допустить, что А положительная вели- 
чина, потому что, если бы въ первоначальномъ уравнен1И кривой 

Ах' + Бху + Су'-^д = 

коэффиц1ентъ перваго члена былъ отрицательный, то, переменою 
знаковъ во всемъ уравнен1и, можно сд'Ьлать его положительнымъ. 
Если же А положительное, то С и сумма А -{- С также положи- 
тельн ыя^ а по пр ичин^Ь п оарицательнаго будетъ А -\' С > 
> 1^(Л Ч- су + п; следовательно, въ этомъ случа* величины 

Ж т N об* положительяыя. 

V) При положительномъ п = 5' — 4 АС, величина V {А-^-СУ -\-п 
больше численной величины А-\- С, каковы бы не были А л С 



0\д\\\7.е6 Ьу 



Соо^к 



1 



— 122 — 

следовательно, въ этомъ случае М ж N им*ютъ противоположные 
знаки. 

— * Мы предположили, что первоначальный оси координатъ Ох и 
Оу, къ которымъ отнесено уравнеше (1) 

А^ + Вху+Су' + Я = 0, (1) 

прямоугольныя. Положимъ теперь, что он* косоугольный и посмот- 
римъ, какъ привести въ этомъ случа* уравнеше (1) къ виду 

Мх'' + Щ" + <г = 0. (2) 

Пусть /1 хОу = 6. Перем-Ьнимъ сперва оси Ох и Оу на прямо- 
угольныя Ох и О3/1, оставляя ту же ось аб- 
^' /-^ сциссъ Ох и взявъ новую ось ординатъ Оу^ 

перпендикулярно къ Ох, Озна^ивъ чрезъ х^ 
У/ \ и у1 новыя координаты точки М (х, у), мы 




^ ^ } — X будемъ им4ть 

х^ 8т Ь — у^ С08 Ь у1 

поэтому уравнен1е (1) преобразуется въ следующее: 
Лх,' + Б'х,у, + Су,' + С = О, 



гд4 



_ Д — 2^со8б , _ ^.соа'е Ч-С' — Бсовб 

8Ш в 8Ш' б 



Применяя къ этому уравнен1ю предыдущее преобразовате, чтобы 
привести его къ виду (2), мы получимъ по формуламъ (5) и (10): 



.,2« = -^. ^^ Л+С'^Уи + СУ + п 



л + с'^Уи+су+ п 

2 
Дв4 иосл'Ьдтя формулы даютъ 



М+N=Л-{- С 



— 4МВ = п^В" — 4ЛС' 



81П' Ь 



8т* а 
Составивъ эти два выражешя по данному уравнению (1) и углу 9 
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между осями, мы можемъ найти М и N, р§шивъ квадратное 
уравненхе 

8т' в 8111*6 

Такъ какъ М я N ше должны зависать отъ первоначальныхъ 
осей Ох, Оу и, следовательно, отъ величинъ А, Д (7, 6, соотв-Ьт- 
ствующихъ этимъ осямъ, то величины: 

А+_С—Вот_Ь В' — 4.ЛС 
8т» ' 8т* Ь 

не должны измениться при перем4н4 осей Ох, Оу на как1я либо 
друйя, хотя Л, Д С, Ь изм-Ьняются. * — 

Итакъ, кривыя втораго порядка съ центрами могутъ быть раз- 
д'клены на два вида: 

1) Кривыя, уравнешя которыхъ им-Ьютъ видъ 

Ах' + Бху+Су'+Я=^0 
при услов1и В^ — 4АС <С О, или видъ 

Мх" + Nу" + ^ = 

при положительныхъ М ж N. 

2) Кривыя, уравнешя которыхъ им*ютъ видъ 

Лх' + Вху-\-Су' + Я = 
при УСЛ0В1И В* — 4:ЛС > О, или видъ 

Их" + Nу" + е = О, 

гд* ж ж N им4ютъ противоположные знаки. 

Кривыя перваго вида называются эллипсами, а второго гипербо- 
лами. 

Но кром* этихъ двухъ видовъ кривыхъ, уравнен1е 

мх'^ + -%'' + <г = О 

можетъ или ничего не выражать, или представлять одну точку. 
или дв^ прямыя. 

Когда Ж, ^У^ и ^ положительныя, тогда уравнен1е не можетъ 
быть удовлетворено вещественными величинами х, у и, следова- 
тельно, не выражаетъ никакого геометрическаго м^ста. 

Если при положительныхъ Ж 1\ N будетъ ^ = О, то уравнен1е 
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можетъ быть удовлетворено только величинами: х' = О, у' = О, и 
следовательно, оно принадлежитъ одной точк-Ь, находящейся въ 
начале координатъ. 

Когда Ж я N им^ютъ противоположные знаки, а ^ = О, тогда 
уравнен1е беретъ видъ ЖЬ?'* + Ку'^ = О и разлагается на два 
уравнен1Я первой степени: 



Зд-Ьсь величина 




У 



-^'К^-| 



вещественная, 



М 



потому что ^ поло- 



жительная; следовательно, посл^дтя уравнен1я принадлежать 
двумъ прямымъ, проходящимъ чрезъ начало координатъ и соста- 
вляюпщмъ съ осью Ох равные углы, по ту и другую стороны 
этой оси. 

Итакъ, уравнеше Мю'* + ^/у'* + ^ = О можетъ принадлежать 
эллипсу тогда только, когда при положительныхъ Ж и ^У^ будетъ 
^ отрицательное количество. Оно можетъ принадлежать гипербол* 
только въ случа*, когда М я N им^готъ противоположные знаки 
и ^ не равно нулю. 

40. Оси координатъ Ох'П Оу', къ которымъ отнесено уравне- 
ше эллипса или гиперболы, суть главные сопряженные дхаметры 
этихъ кривыхъ (§ 36); потому что каждому зна- 
чешю X = ОР соотвйтствуютъ два значенхя 
у' = + МР и 2/' = — РМ\ равныя и съ 

^ противоположными знаками, составляюпця 

хорду ММ\ параллельную оси Оу' и разде- 
ленную въ точке Р осью Ох пополамъ. 
Также всякому значешю у = 0^ соответ- 
величины X = -{- М^, х = — М''^, составляющая 
параллельную оси Ох и разделенную въ точке ^ 



М- 







м 



Фиг. 



М 
68 



ствуютъ две 
хорду ЖЖ", 
осью Оу пополамъ. 

41. Разсмотримъ теперь фигуры этихъ кривыхъ и способы 
начерташя ихъ по точкамъ. 

Опустивъ для удобства знаки надъ координатами, изследуемъ 
сперва уравненхе эллипса: 

Мx' + Nу' + ^ = (1) 

въ случае М> О, К> О и ^<0. Отыщемъ пересечен1я эллипса съ 
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осями. Для перес4чен1я съ осью Ох должно положить з/ = О и, 
сл-Ьдовательно, 

Мх' + Я = 0; 



откуда выходитъ х 



/■ 



-Я 

ж ' 



Эти величины вещественныя 



и съ противоположными знаками; поэтому эллипсъ перес^каетъ 
ось Ох въ двухъ точкахъ, на равныхъ разстоян1яхъ отъ начала 
координатъ; следовательно, по отложен1и ОС и ОВ равныхъ 

нами эллипса. Для перес4чен1Я съ осью Оу надобно положить 
ж = 0; отчего 






и у 



У N ' 



следовательно, эллипсъ также пересЬкаетъ 



ось Оу въ двухъ точкахъ на равныхъ 
разстояшяхъ отъ начала координатъ. 
По отложеваи 00 и ОБ равныхъ 



/^ 



^У^ 



, получимъ эти точки о я в, 




Фиг. 69 



называемыя также вершинами эллипса. 
Величины СВ и ОБ называются дли- 
нами осей эллипса; большая изъ нихъ 
больгиою осьюу а меньшая малою осью; 

длины СО и 00 называются полуосями. Положивъ СО = а и 
ОСг =^Ъ^ будемъ им^ть 



/-1=". /-!=». 



или 



м 



N 



= Ь'; 



откуда выходитъ 






(2) 



И отъ подстановлешя этихъ величинъ Жи ^въ уравненхе (1) получимъ 
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соотв*тствуготъ дв* величины для у, равныя и съ противополож- 
ными знаками, которыя изображаются двумя ординатами РЖ" и РМ\ 
равными по длин*, но противоположными; поэтому точки эллипса 
расположены симметрически относительно оси С2); следовательно, 
эта ось есть главный Д1аметръ эллипса (§ 40). Эти величины 
ординатъ не переменятся отъ перемЬны ж на — х\ следова- 
тельно, двумъ равнымъ и противоположнымъ абсдиссамъ соотвЬт- 
ствуютъ равныя ординаты, а потому точки эллипса симметрически 
рассоложены относительно оси ВО; следовательно, эта ось есть 
также главный дхаметръ. 

Итакъ, эллипсъ разделяется своими осями на четыре тожествен- 
ныя части, и все свойства точекъ одной четверти могутъ быть 
отнесены къ точкамъ прочихъ четвертей. Найдемъ точку, принад- 
лежащую четверти С(х. Для этого должно построить ординату 

^ = — У{а^ — х^) по данной абсциссе х = 01*. Начертивъ окруж- 
а 

ность круга нзъ центра О радхусомъ 0(7 = а, возставимъ изъ Р пер- 
пендикуляръ къ СВ до встречи съ этою окружностью, и прове- 
демъ 0N\ отъ этого выйдетъ треугольникъ ОNР, въ которомъ 

NВ = У{а^ — х^)\ г:ледовательно, у = — NВ, и для определен1я 

(л 

у остается найти четвертую пропорщональную къ а, Ь и NВ, 
Начертивъ другую окружность радхусомъ ОВ = Ъ изъ центра О, 
получимъ 0^ = ВО = Ъ\ потомъ, проведя ^М параллельную СВ, 
найдемъ 

МР:NВ= од: ОN=Ъ:а; 
следовательно, 

а а 



ЖР=- Ш>= -\/а' — х\ 



Это есть искомая величина у, а потому точка М принадлежитъ 
эллипсу. Подобнымъ образомъ найдемъ друпя точки эллипса. Наз- 
начивъ достаточное количество близкихъ между собою точекъ и 
соединивъ ихъ непрерывною чертою, получимъ сомкнутую кривую, 
похожую на кругъ, растянутый по направлен1ю СВ ^). 

42. Эллипсъ, также какь и кругъ, съ прямою лишею можешъ 
пересп>катьсн не болпе, какь въ двухъ точкахъ (§ 33). 
Пусть 

у = о^x+ [^ (I) 

^) См. Прибавленге II. 
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будетъ уравнен1е какой-нибудь прямой. Если эта прямая пересЬ- 
каетъ эллипсъ, то координаты точекъ перес4чен1я должны удовле- 
творять уравнешю прямой и уравнен1Ю эллипса: 



.*2 



следовательно, величины хну, выведенныя изъ этихъ уравненШ 
будутъ координаты точекъ перес4чешя. Исключивъ у, мы получимъ 
уравнев1е второй степени 

^ I «У + Щх + ?^ _ 

а* + Ъ' ~ 

или 

(а'а* + Ь') х' + 2а'а^х +' а» {^' — Ь') = О, (2) 

которое им-Ьотъ не бол-Ье двухъ корней, и каждому корню соотв-Ьт- 
ствуетъ одна только величина для у, потому что уравнен1е (1) пер- 
вой степени; следовательно, не больше двухъ паръ величинъ х ж у 
могутъ вм-ЬстЬ удовлетворять уравнен1ямъ прямой и эллипса, а по- 
тому эти лиши могутъ им4ть небольше двухъ обш;ихъ точекъ. Эти 
точки суш:ествуютъ на самомъ д-Ьл* тогда, когда корни уравнен1Я 
(2) веп1;ественны; для чего требуется условхе 

^а'а'^' — 4 (а'а^ + Ь') о? ф' — V) ^ О, 

которое, поел* вс4хъ сокращешй, приводится къ следующему: 

€?<Х^ + Ь' — р' ^ 0. 

Когда а^а' + Ь* — Р* = О, т.-е. ^ = а*а* + Ь', тогда корни ура- 
внен1я (2) равны и соответственный имъ величины у также равны, 
а потому въ этомъ случае прямая имеетъ только одну обп1;ую точку 
съ эллипсомъ, другими словами — касательна къ нему. 

Примеры: 

1) Найти пересечен1е прямой 

2/ = ^ + 2 
съ эллипсомъ 

решен! е. Две точки: (О, 2) и ( — — , — т^)> 
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2) Найти пересечете прямой 

У = — х + 5 
и эллипса 

^ + ^ = 1. 
16^ 9 

Р * ш е н 1 е. Одна точка С -— , -^^ ) . 

43. Легко удостовериться, что всякая дуга эллипса, подобно, 
дуг* круга, всегда вогнута къ центру, или выпукла въ сторону, 
противоположную центру. 

Дуга непрерывной кривой ЛЕ (фиг. 70, I) будетъ, подобно 
дуг* круга, выпукла въ одну какую-либо сторону, если всяк1й 
многоугольникъ, въ нее вписанный и составленный хордами, соеди- 
няющими последовательныя точки: А, Д С, В, Д будетъ выпуклый, 
т. е., если у него н^тъ вместе выходящихъ и входящихъ угловъ, 

О 




1 




ч // 


:14 






/^ 


^с. 


,^^, 



Фиг. 70 Фиг. 71 

подобныхъ угламъ ЛВС и ВВС (фиг. 37, II), сколько бы притомъ 
ни было сторонъ у многоугольника и какъ бы малы он4 ни были. 
Докажемъ, что это свойство принадлежитъ всякой дугЬ эдлипса. 
Оно есть сл4дств1е того свойства, что эллипсъ пересекается прямою 
только въ двухъ точкахъ. Допустивъ последнее, легко, во-первыхъ, 
доказать, что дуги, стянутыя двумя последовательными хордами 
ЛБ и ВС, не могутъ находиться внутри угла ЛВС, составленнаго 
этими хордами. Въ самоыъ д4л4, предположивъ, что дуга ВС 
(фиг. 71, I) лежитъ внутри угла, возьмемъ на ней точку Д нахо- 
дящуюся внутри треугольника ЛВС, и проведемъ прямую ЕС: 
эта, прямая, выходя изъ треугольника АВС^ пересЬчетъ хорду АВ 
въ некоторой точк-Ь Д а поэтому пересЬчетъ и дугу АВ, въ не- 
которой точке (?. А это невозможно, потому что тогда прямая ЕС 
пересекла бы кривую въ трехъ точкахъ: (7, Еж С Следовательно, 
дуги ЛВ и ВС (фиг. 70, I) лежатъ вне угла АВС^ и то же самое 

I. Сомовъ.— Геометрш. » 
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докажется для прочихъ дугъ. Теперь легко вид4ть, что уголь ВСВ 
долженъ быть обращенъ вершиною въ одну сторону съ угломъ ЛВС, 
потому что въ противномъ случа* кы нашли бы, что дуга ВС 
лежитъ внутри угла ВСВ, какъ въ фигур* 70, II. Итакъ, если 

дуга АВСВЕ принадлежитъ эллипсу, 
то ВС* углы А, Д Су В, Д обрап1,ены 
вершинами въ одну сторону. Такъ какъ 
въ эллипс* (фиг. 72) дв* ординаты 
МР и ЖВ' меньше полуоси ОБ, то 
утолъМВМ обращенъ вершиною въ сто- 
рону, противоположную той, гд4 центръ; 
а потому углы всякаго многоугольника, 
вписаннаго въ эллипсъ, будутъ выхо- 
дяш;1е, точно такъ, какъ у многоуголь- 
ника, вписаннаго въ кругъ. Отсюда ясно, что эллипсъ, подобно 
кругу, везд4 въ своемъ очерташи вогнутъ къ центру. 



А/ 


м 


- 


\ ^ 


Р' Р 



Фиг. 72 



44. Изсл4дуемъ теперь уравнеяхе (1) § 41, 



(1) 



когда М я N имйють противоположные знаки, притомъ ^ не равно 
нулю; тогда, какъ мы сказали выше, лишя, которой она можетъ 
принадлежать, называется гиперболою» При этомъ достаточно раз- 
смотр^ть случай, въ котрромъ М и ^ им4ютъ противоположные 
знаки; потому что въ случа* противоложныхъ знаковъ при N и ^ 
можно переменить а: на у и у на а;, отчего получится уравнеше, 
подходяпцее подъ первый случай. 

Прежде всего найдемъ точки перес'Ьчен1Я кривой съ осями ко- 
ординатъ. Чтобы найти перес4чен1е съ осью Ох, должно положить 
у := 0; тогда по уравнешю (1) получимъ: 

ж 



^х' + ^ = 0; откуда X 



-V-- 



Такъ какъ ^ и ЛГим-Ьютъ противоположные знаки, то 

^ 



ик^ютъ одинаковые знаки; следовательно, 



Ж 



Я та. Ж 
есть нолоФитель- 



ная величина, и найденныя два значешя для х вещественны. Сл-б- 
довательно, кривая перес^каетъ ось Ох въ двухъ точкахъ А и Л' , 

М ' 



отстоящихъ отъ начала координатъ О на длину 



► л.и1лс 



кото- 
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рую означимъ чрезъ а. Для отысваюя пересЬчешя кривой съ осью 
Оу, должно положить въ уравнеше (1) х = 0; отъ этого получимъ 

%* + С = О и у = л/ — ^ . Такъ какъ -?Ги б ивгЬютъ одинако- 
вые знаки, то знаки — (^^^ противоположные; следовательно, —~- 

есть отрицательная величина, а найденное значен1е у — мнимое. 
Изъ этого видно, что кривая не пересй- 
каетъ оси Оу. Найденное мнимое зна- 

чеше 1 / ^ можетъ быть представлено 



подъ видомъ 



/|-^-«*/|, 




вещественное количество, которое озна- Фиг. 73 

чимъ чрезъ Ь. 

Точки А ж А' пересечен1я кривой съ осью Ох называются 
ве]ришнам'и, гиперболы; длина АА' — главною осью, а О А = а — глав- 
ною полуосью. Отложивъ на оси Оу длины ОВ и ОБ' равный Ь, 
получимъ длину ВВ' = 26, называемую второю или мнимою осью 
гиперболы, а длина ОВ ^= Ъ называется второю или мнимою полу- 
осью. 

Для удобнЬйшаго изслЬдовашя уравнешя (1) введе мъ в ъ него 



величины а л Ъ вмйсто М, N и ^, Изъ равенствъ 



р/|= 



Ь выводимъ 



|/т«=» 



Ж = =^, ^.= -«-: 



всл-Ьдствге чего уравнеше (1)приметъвидъ:-^^ ж* + -^ + ^ = о 



или 



а* 



х' 



^-^ = 1. (2) 

х' V ^ ^ 

Это уравнен1е можетъ быть выведено изъ уравнешя эллипса 

+ -^ = 1, переменою Ь* на — Ь* или Ь на Ь V — 1. Впосл4д- 

СТВ1И ЭТО свойство будетъ полезно для перехода отъ формулъ, 
принадлежащихъ эллипсу, къ формуламъ, относящимся къ гиперболе. 
Уравнеше (2) даетъ: 

У = ^1 У^^^^' (3) 

9* 
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Чтобы эта величина была вещественная, ж* не долженъ быть 
меньше а^, т.-е. абсцисса х не должна заключаться въ пред$- 
лахъ — а и + а; следовательно, гипербола не им-Ьеть точекъ 
между прямыми, проведенными чрезъ вершины Л ж А' перпенди- 
кулярно къ АА\ Последняя формула даетъ для всякой абсциссы, 
длина которой больше а, дв-Ь ординаты, равныя и противополож- 
ный, а для двухъ равныхъ и противоположныхъ абсциссъ — дв'Ь 
равныя ординаты съ одинаковыми знаками; отъ этого точки гипер- 
болы симметрически расположены относительно координатныхъ осей 
Ох, Оу\ следовательно, эти оси суть главные дааметры гиперболы 
(§ 40). 

Нетрудно построить формулу (3) по данной абсциссй х\ но 
удобпЬе построить абсциссу х по данной ординат* у. РЬшивъ ура- 

внен1е -т + ^ = 1 относительно х, найдемъ: 
а о 

Чтобы построить эту формулу, положимъ у = ОР, отложимъ 
ОЕ = Ь и проведемъ прямую ЕР до встречи въ точк-Ь ^ съ пер- 
пендикуляромъ къ АА ', вовст авлеянымъ изъ вершины А; отъ 
этого получимъ ЕР = Уу* + Ь*, 

Р^:ЕР=АО: ОЕ или Рд:Уу' + Ъ' = а: Ь; 

следовательно. 



есть искомая величина абсциссы х; поэтому прямая РМ, парал- 
лельная Ох и равная Р^, определить точку М, принадлежащую 
гиперболе. Такимъ образомъ легко определить множество точекъ 
гиперболы, который, будучи соединены непрерывною чертою ЬК, 
покажутъ очерташе кривой со стороны положительныхъ абсциссъ. 
Точно также определимъ по точкамъ очертанге гиперболы Х'^>Г' 
со стороны отрицательныхъ абсциссъ. 



Изъ формулы ^ = т Уу* + Ъ^ видно, что при неопределенномъ 

возрастан1и у, также х неопределенно увеличиваются; поэтому 
точки гиперболы более и более удаляются отъ центра О и чет- 
верть гиперболы АК, помеп1;енная въ угле у Ох, безконечна. То же 
заключеше для прочихъ четвертей: АЬ, А'2^\ А'Ъ\ Две четверти 



01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



— 133 — 

Ш и АЬ составляютъ одну непрерывную кривую Ж4Х, называе- 
мую в4твью гиперболы. Четверти А' 2^' и А'Ь' составляютъ другую 
в*твь Ж'А'Ь\ ' 

Легко доказать (§ 32), что гипербола съ прямою линхею можетъ 
пересАкаться только въ двухъ точкахъ, а на основанш этого свойства 
докажется, что всяюй многоугольникъ, вписанный въ дугу гипер- 
болы, обращенъ вершинами въ одну сторону. Абсциссы МР и М'Р 
больше полуоси А0\ поэтому /1 МАМ' обращенъ вершиною къ 
центру; сл4довательно, углы многоугольника, вписаннаго въ одну 
в*твь гиперболы ^ОХ, обрал],ены вершинами въ одну сторону съ 
угломъ МАМ\ т.-е. многоугольникъ и самая в4твь гиперболы на 
всемъ протяженш выпуклостью обраш;ены къ центру. То же должно 
сказать и о в*тви N'А'^'. 

Гипербола; у которой полуоси а и 6 равны, называется равно- 
стороннею'^ уравнеше такой гиперболы им'Ьетъ видъ 

ж» — у« = а\ 

45. Примеры ЛИН1Й 2-го порядка, им4юп1;ихъ центръ. 

1) Уравнеше Ъх^ — 4:ху + 2у' — 4у — 2ж — 4 = (см. § 38 
прим. 1-Й), чрезъ перенесете начала координатъ въ центръ (1, 2), было 
приведено къ следующему 

Ьх^ — 4:ху + 2у* — 9 = 0. 

Для уничтоженхя въ немъ члена съ произведешемъ ху должно 
переменить оси Ох, Оу на друпя Ох\ Оу\ опред4ливъ направле- 
ше Ох по углу а, для котораго формула (5) § 39 даетъ 

В —4 

"^^' = -1^0 = -Г' 

откуда выходитъ 

2а = 126° 52' или 2а = 306^ 52' 
и 

а— 63° 26' или а =153° 26'. 

По формуламъ (8) § 39, если удержимъ знакъ + при радикал*, 
яи^емъ 

81п 2а = — у, сов 2а = -|-. 

Зд^сь 81П 2а отрицательный, а сов 2а положительный; поэтому 

270° < 2а < 360°; 
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должны удовлетворять условш: В* — 4:АС = О или Б* = 4ЛС 
(см. § 38). 

Если Б = О, то одинъ изъ коэффищентовъ Л, С додженъ 
быть нулемъ. Положимъ, наприм4ръ, ^ = 0. Въ такомъ случа* 
уравнеше приведется къ виду ^ 

Су'^Пх-\-Еу + Р=0, ^ (1) 

и можетъ быть упрощено перенесен1емъ начала координатъ въ 
другую точку. Пусть ^удутъ О'Ху О' у новыя координатныя оси, 
параллельныя прежнинъ Ох, Оу; а ж ^ координаты новаго начала, 
а х\ у новыя координаты точки (х, у). По формуламъ для пере- 
11']^ны начала им^емъ 

х = а-{- X, у = р 4- У • 

Подставивъ эти выражешя х я у въ уравнен1е (1), получимъ 

С (р + у7 -^В(а+х^) + Е(^ + у') + Р=0 
или 

Су' + Вх' + (2С|5 + ^;)у + С?' + В<х + Е^ + Р= 0. 
Тавъ какъ аир произвольны, то можно подчинить ихъ услов1ямъ: 
2^3 + -Б=0, С?'-\- ^о^ + Е^ + Р=0; (2) 

отчего уравнеше (1) приведется къ следующему простейшему: 

Су' + Вх' = О. 
Изъ уравнен1й (2) выходитъ: 

о — _А — ^' — ^^^ 

' 2С' ''~ 4.СВ ' 

Коэффищентъ С не равенъ нулю, потому что въ противномъ случа* 
уравненхе (1) было бы первой степени и принадлежало бы пря- 
мой лиши; поэтому р конечная величина. Если коэффицхентъ В 
также не равенъ нулю, то а также конечная величина. Если же 
^? = О, то уравнеше (1) приведется къ следующему: 

Су' + Еу + Е=0, 

которое разлагается на два уравнешя первой степени: 

_ Е ^У{Е' — АСЕ) 
^~ 2С 
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принадлежащая двумъ прямымъ параллельнымъ оси Ох^ когда 
^5" > 4С2^, и ничего не выражающ1я въ случай Е^ < 4СГ, па 
причине мнимаго радикала. Эти уравнешя приводятся [къ одному 

Е 

у -= — -^ , принадлежащему прямой, параллельной оси Ох, 

если Е^ = 4^СЕ, Итакъ, уравнеше (1) можетъ принадлежать осо- 
бенной ЛИН1И 2-го порядка, когда коэффиц1енты (7 и 2) не равны 
нулю; тогда, чрезъ перенесен1е начала координатъ, можно привести 

его къ виду 

Су" + Вх = 0. 

Къ этому^ виду можно привести и общее уравнеше 

Лх' + Вху+ Су' + Вх + Еу + Е= О, (3) 

когда В не равно нулю, при услов1и Б^ — 4^.С = 0. Тогда А и 
С не равны нулю и должны им4ть одинаковые знаки, потому что 
4:ЛС = Б^ есть положительная величина, и такъ какъ коэффицхентъ 
Л при х^ можно всегда сделать положительнымъ, то можно до- 
пустить, что с также положительное. Условхе Б — 4:ЛС = даетъ 
Б = 2 Уа ,УС или Б=^2 аЪ, если положимъ для сокращешя 
УА=^а, |/(7 = Ь, взявъ корни съ одинаковыми или противопо- 
ложными знаками, смотря по тому, будетъ ли Б положительное или 
отрицательное. Отъ этого урйвнеше кривой приметъ видъ 

а'ж* + 2 аЪху + Ьу + Бх -}- Еу + Е=0, 
или 

(ах + ЬуУ + Бх + Еу +,2^= 0. 

Легко теперь привести это уравнен1е къ виду (1), перем^нинъ 
направлешя координатныхъ осей. 

Допустивъ, что первоначальныя оси Ох, Оу, къ которымъ отне- 
сено уравнен1е, прямоугольныя, перем4нимъ ихъ на друпя прямо- 
угольныя Ох, Оу. Положивъ /,хОх=-а и означивъ чрезъ х, 
у' новыя координаты точки (х, у), им-Ьемъ: 

д; = д?' С08 а — у' 81П а, 
у=:х 8т а-\- у' С08 а, 

полагая при этомъ, что у'Ох=^ хОх -}-90^. Отъ подстановлешя 
этихъ выражен1й х и у ъъ уравнен1е кривой, получимъ 

[(аС08а + Ь8Ша)л;' + (Ьс08а — а 8т а) у']' + (1)с08а + -Е8Ша) л:' -^ 
+ (Ес08 а — I) 8Ш а) у + Е= 0. 



01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



— 137 — 

Это уравнеше приведется къ следующему простейшему: 

{Ъ С08 а — а 8Ш а)У -|- (2) С08 а + ^58^п а)х -{- Есо$а — 2) 8т а)у -|- 

+ 1^=0 (4) 

если положимъ 

а С08 а + Ь 81П а = 0. 

Последнее условхе можно написать подъ видомъ 

С08 а^(а -^ Ыда) = О, 

Нельзя положить со8 а = О, потому что тогда было бы Ь = О и 
Б = О, что противно предположен1Ю, сделанному выше; следова- 
тельно, надобно положить а -\- Ыд а = 0; откуда 

<«а = --^ (5) 

й для а найдемъ всегда возможную величину. По углу а опреде- 
лииъ направлен1я осей Ох\ Оу. 
Изъ формулы (5) выводимъ 

а . Ъ 

8Ш а = , С08 а = + 



и подставивъ эти выражешя 81п ос, со8 а въ уравнеше (4), получимъ 

^ '^ ^ /(а' + Ь') У{а' + ЪУ ^ 

или 

Су" + 1)':г' + ^У+^'=0, (6) 

гд^ для сокращеша положено: 

Ь»+а«=С7, -^^а= = 2)', -|^±^ = ^;Ч 

Уравнеше (6) имеетъ одинаковый видъ съ уравнен1емъ (1), а по- 
тому оно точно такъ же можетъ быть упропцено, т. е. переменою 
начала координатъ можетъ быть преобразовано въ другое, въ ко- 
торомъ будутъ только два члена: членъ съ квадратомъ ординаты 
и членъ съ первою степенью абсциссы. Следовательно, уравнен1е 
литк второго порядка, неимеющей центра, всегда можетъ быть 
приведено къ виду 
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или , I) 

гд4 величина ^ можетъ быть положительная или отрицатель- 
ная. Оэначивъ ее чрезъ ± 2р, будемъ имйть 

у" = ± 2рх, 

Но уравненхе у* = — 2рх можетъ быть зам-Ьнено уравнен1емъ у* = 
= 2рХу если перемЛнимъ х на — х, т. е., если согласимся отсчи- 
тывать положительные абсциссы въ сторону, противоположную 
прежнимъ положительнымъ абсдиссамъ. Поэтому 

у' = 2рх (7) 

есть общее уравнеше всЬхъ лиши второго порядка, неим^ющихъ 
центра, который называются параболами. Величина 2р называется 
параметромъ параболы. 
Прим'Ьръ. Уравнеше 

ж' — 2д;у + у* — 2л; + Зу — 4 = О 

(см. прим. 3-й § 38) не можетъ принадлежать кривой съ центромъ, 
потому что 5* — 4сЛС =^ 4ь — 4 = 0. Первые три члена соста- 
вляютъ полный квадратъ, а потому уравнеше можетъ быть пред- 
ставлено подъ видомъ 

{х — уУ — 2х + Зу — 4: = 0. 
Формула (5) даетъ 

1)8 а = 1 ; сл-Ьдовательно а = 45° или 225^. 
Взявъ а = 225°, им-Ьемъ 8ш а = — г- , со8 ос = — ^г^ , и 
данное уравненхе приведется къ следующему 



или 



^ /2 У2 



! I какъ больпю н-Ьтъ надобности въ прежнихъ координатахъ х ж у* 



если опустимъ значки надъ координатами, что позволительно, такъ 
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Приведемъ теперь это уравненхе къ виду (7). Подставивъ а + ж и 
р + у' вместо X ж у и положивъ равными нулю: коэффищентъ 
при у' и постоянный чденъ, получимъ: 

4р-^ = 0, 2?' ^^_ 51_4 = 0; ' 

У2 ]/2 -/2 

откуда выходить: 

о_ 5 _ В9У'2 

для координатъ новаго начала, и уравненхе кривой приведется къ 
следующему 

2у" - ^ = О 
или окончательно 

X 



у'- 



2/2 



47. Разсмотримъ очерташе параболы и построимъ ее по точкамъ. 

Парабола у* = 2^х проходить чрезъ начало координатъ, потому 

что при а? =^ О будетъ у = 0. Изъ уравнен1я у* = 2рд7 выходить 



у = ±/2^ 

эта формула показываетъ, что у мнимое при отрицательномь х\ 
следовательно, у параболы н^тъ точекь сь отрицательными абсцис- 
сами, т. е. всЬ ея точки лежать на 
стороне положительныхъ х. Для вся- 
кой положительной абсциссы х орди- 
ната у имеемъ две равный и противо- 
положный величины; поэтому ось Ох х 
разд:Ьляеть параболу на две симметриче- 
ск1я части; следовательно, Ох есть глав- 

ньгй дхаметрь или ось параболы. ' 

Легко начертить параболу по точ- Фиг. 74 

камъ следующимъ образомь: 

Отложимь А0^=2р, проведемь чрезъ точку А произвольную 

щшмую ЛВ\ заметимъ В пересеченхе этой прямой съ осью Оу, 

и возставимь къ АВ перпендикуляръ ВС; отъ этого получимъ 

прямоугольный треугольникъ АВС, въ которомъ 

ВО' = АО. 00= 2р. ОС; 
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Положивъ для сокращешя — = р, будемъ им4ть V = ар, 

(Л1 



у" = 2рх — 



рх 




Преобразуемъ также уравнеше гиперболы 

Фиг. 76 

отнесенное къ своимъ осямъ Ох, Оу, дере- 
м4нивъ эти оси на -4д7 и Ау, Ордината ДО? остается та же, а 
абсцисса х = ОТ переменится на х' = АР такъ, что а; = а + а?'; 
поэтому уравнете кривой преобразуется въ рлЬдующее: 

(а+хУ у' _ 



или 



^М^ — ^ — п 



откуда выходить 



^ а 'а" 



или 



гд* 



I/» = 2рх + 



Ь* 



^л; 



Это уравнен1е можетъ быть соединено съ уравнешемъ эллипса 
въ одно 



у^ = 2рх 



рх 



(1) 



которое превращается въ уравнен1е параболы 

у' = 2/)^;', 
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если положимъ а = оо. Въ этомъ смысли можно разсматривать 
параболу, какъ эллипсъ, или какъ в4твь гиперболы, съ безконеч- 
ною главною осью. Величина 2р, служащая коэффиц1ентомъ при 
первой степени абсциссы въ уравнеши (1), называется также, какъ 
и въ уравнеши параболы, параметромг. 

Уравненхе (1) показываетъ, что для эллипса 

у^ < 2рх\ 
для гиперболы 

у^ > 2рх\ 
а для параболы 

у' = 2рх\ 

т.-е. въ эллипсгь квадратъ, построенный на ординатгь^ меньше пря- 
моуюльнмка гсзъ параметра и абсциссы; въ гипербомь первая площадь 
больше втюрой, а въ парабола обп> плогцади равны. 

Эти свойства были уже известны древнимъ и по нимъ даны 
назватя кривымъ втораго порядка: эллипсъ значитъ по-гречески 
(отъ слова еХХеСтго)) уменьшен1е, гипербола — яреобладаше (от> 

бтгер^аХХа)), а парабола (отъ тгарараХХо)) — раВСНСТВО. 

49. Легко построить параметры эллипса и гиперболы по дан- 

нымъ полуосямъ. Формула р^=^ — показываетъ, что полупара- 

а 

метръ есть третья пропорцгональная къ главной полуоси а = О А и 
ко второй Ъ = ОБ (фиг. 75 и 76). Если проведемъ В А и потомъ 
ВЕ, перпендикулярную къ Б А, то получимъ ОЕ^=р; потому что 

БО' = АО,ОЕ или Ъ'=^а.ОЕ; 

^^«У^^ ОЕ=:^ = р. 

а 

Параметръ обыкновенно изображается хордою, перпендикуляр- 
ною къ главной оси. Отложивъ ОВ = ОЕ, про- 
ведя потомъ чрезъ В прямую 00\ параллель- 
ную главной оси ^^', и прямыя СгЛ и Сг'Н\ 
перпендикулярный къ АА' получимъ дв* хорды 
ОН и О'Н', равныя параметру. Также, если 
въ парабол* отложимъ ОВ = р, проведемъ !)& 

Фдр 77 параллельно Ох и ОН перпендикуляръ на Ох^ 

найдемъ 0Н= 2р. 

Параметры, построенные такимъ образомъ, перес4каютъ главнуьо 
ось Ох въ точкахъ, называемыхъ фокусами. Эллипсъ и гипербола 
им^ютъ по два фокуса: Е и Е\ а парабола только одинъ. Разсто- 



У 

о 





р 


и 


^ 


н 






^ 
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яшя РО^ Р'О фокусовъ эллипса или гиперболы отъ центра назы- 
ваются эксцентрицитетами, которые означимъ чрезъ с. 

Легко найти длину с = ОР, зам-Ьтивъ, что она есть абсцисса 

V 
точки в, у которой ордината ОР равна полупараметру /> = — . 

Поэтому ,уравнен1е эллипса или гиперболы 

должно быть удовлетворено величинами: ж = с, у = — ; следова- 
тельно, 

а' ~ а'~ ^'' 
отсюда выходить 

с^ = а» ц= Ъ\ 

Это уравнен1е показываетъ, что эксцентрицитетъ эллипса есть ка- 
тетъ прямоугольнаго треугольника, въ которомъ гипотенуза равна 
большой полуоси а, а другой катетъ малой полуоси Ъ. Следова- 
тельно, если изъ В какъ центра рад1усомъ ОЛ (фиг. 75) опишемъ 
дугу круга, то въ пересечен1и этой дуги съ большою осью АЛ' 
найдемъ фокусы Р и Р'. Въ самомъ д^л*: тогда въ треугольник* 
ОВР имЬемь 

01^ = ВГ" — ОВ' = а* — Ъ\ 

Эксцентрицитетъ гиперболы есть гипотенуза прямоугольнаго тре- 
ухюльника, у котораго катеты равны полуосямъ: а и Ь; поэтому 
прямая ВЛ (фиг. 76) равна эксцентрицитету. Отложивъ ОР и ОР' 
равныя ВА, найдемъ фокусы Р и Р' *). 

Въ парабол* расстоянье фокуса отъ вершины равно 'четвертгс 
^гара метра; потому что положивъ у = р=. РСг (фиг. 77) въ ура- 

внеши у* = 2рх, найдемъ: р* = 2рх, х=^^= ОР. 

50. Разстоятя данной точки отъ точекъ, принадлежащихъ какой- 
либо ЛИН1И, называются радгусами векторами. 

Если ось абсциссъ взята по направленгю главной оси лиши вто- 
рого порядка, т>о радгусъ векторъу проведенный изъ фокуса этой 
крг^вой въ какую-нибудь ея точку, выражается рацгональною линей- 
но'Ю функцгею абсциссы точки, въ которую онъ проведенъ, 

*) Въ Астрономш принято называть эксцентрицитетомъ отношение 

с 

— ; тогда Су въ отлич1в отъ этого, называется линеинымъ эксцентрици- 
тетомъ (см. § 86). 
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Докажемъ сперва это свойство для эллипса, отнесеннаго къего 
осямъ: 

Пусть Р т Р' будутъ его фокусы, с эксцентрицитетъ и РМ =^ г 
радхусъ вектор'Б!, проведенный изъ фокуса Р (с, О) въ точку М 
(х, у). По формул* для квадрата разстояшя между двумя точками 

им^емъ 

г' = 2^ + (а, — 4' = 1/Ч- а^ - 2«г + с», 

а изъ уравнетя эллипса выводииъ 

следовательно, по исключеши у* изъ предыдущаго выражетя, 
получимъ 

. аГ 

Такъ какъ Ь* + с^ = а* и а* — Ь' = с*, то 

а потому 



Подразумевая подъ г абсолютную длину рад1уса вектора, надобно 
зд-Ьсь изъ двухъ знаковъ 11= взять тотъ, который даетъ формул* 
положительное значеше. А такъ какъ сих абсолютно меньше а. 
то произведенхе сх абсолютно меньше а'; поэтому с? — сх им4етъ 
положительное значенхе при всякомъ положеши точки (ж, у) на 
эллипсЬ; следовательно, должно взять 

(1) 

Такимъ же образомъ найдемъ выражеше рад1уса вектора ^Р'Ж* = г\ 
проведеннаго изъ фокуса Р' ( — с, 0) въ точку Ж (л?, у)\ но можно 
вывести его изъ формулы (1), переменивъ с на — с\ отчего полу- 
чимъ 

г' = аЛ-—. (2) 

а 
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Найдеиъ теперь выраасешя рад1усовъ вевторовъ гиперболы 

а» Ъ' " ^' 

проведенныхъ изъ ея фокусовъ Р ж I" ъъ точку М (ж, у). Поло- 
живъ РЖ = г, им^емъ 

г» = у' 4- (л? — с)' = у* + а?» — 2сх + с*, 
а такъ какъ у* = — ^ Ь*, Ь* + «* = <?', с* — Ь' = а*, то 

Си 

У* = — ^ 2сж + а' = I ) ; 

следовательно, 

^сх — а* 
г = ±^-. (3) 

Такъ какъ с ж х абсолютно больше а, то произведен1е сх абсо- 
лютно больше а*; поэтому разность сх — а* им4етъ положительное 
значеше, когда х положительная, и отрицательное, когда х отри- 
цательная; следовательно, въ первомъ случае должно взять 

(4) 

а во второмъ 

г = = а . (5) 

а а 

Для радауса вектора Р'М=^ г, проведеннаго изъ фокуса I" ( — с, 0), 
найдемъ 

г' = а + ^, (6) 

(л 

когда X положительная, и 

^^ 
г = — — - — а, (7; 

а 

когда X отрицательная. 

Наконецъ выведемъ выражеше радхуса вектора г, проведеннаго 

изъ фокуса 2^ Г|-, о) параболы 

у^ = 2рх 

I. Сомовъ. — Гвомвтр1я. 10 



сх — а^ 
а 


сх 


сх — а^ 
а 


СХ 

= а 

а 
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въ точку ж {х, у). По извйстной формул* им§емъ 

г'=-у'+ {х -|У = у' + ж' -1)а; +^, 
а по исключенш у^ помобц>ю уравнешя параболы, получимъ 
г' = ^^+1,а? + ^ = (ж + |У; 



следовательно, 



г = ^+|. (8) 



Выведенныя нами формулы довазываютъ, что въ самомъ д-Ьл* 
рад1усъ векторъ, проведенный изъ фокуса линш второго порядка 
въ какую-либо ея точку, выражается ращональяою линейною функ- 
щею абсциссы последней. 

— * Это свойство не нарушится, если возьмемъ вм4сто центра эл- 
липса или гиперболы, или вместо вершины параболы, другую ка- 
кую-нибудь точку за начало координатъ, а яаправлен1е оси новыхъ 
абсциссъ опять по главной оси или параллельно этой оси; потому 
что, означая чрезъ а абсциссу новаго начала и чрезъ х новую 
абсциссу точки, взятой на кривой, будетъ им^ть л? = а + д;', и, 
если это подставить въ найденныя выше выражен1я радхусовъ век- 
торовъ г и г', то получимъ ращональныя линейныя функщи отно- 
сительно новой абсциссы х. 

Если же перем'Ьнимъ координатныя оси на как1я-либо друпя 
такъ, чтобы новая ось абсциссъ не была параллельна главной оси 
кривой линш, то абсцисса х выразится линейною функщею новой 
абсциссы X и новой ординаты у\ следовательно, и радхусъ векторъ 
выразится линейною функщею об4ихъ координатъ. 

Это свойство рад1уса вектора принадлежитъ исключительно 
линхямъ 2-го порядка, т.-е., всякая лгтгя, илтющая свойство^ что 
радгусъ векторъ, проведенный изъ данной точки Р въ какую-нибудь 
точку (ж, у) этой линш, выражается раттальною линейною функ- 
щею координатъ х и у, есть лингя 2'Ю порядка, а данная точка Р 
есть фокусъ этой кривой. 

Пусть функщя 

г^Лх-^Ву + С, (9) 

где А, Д с постоянныя количества, выражаетъ рад1усъ век- 
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торъ. Означимъ чрезъ Р параметръ этой функщи (см. § 26) и 
чрезъ 8 разс1'оян1е точки {ху) отъ прямой 

Ах + Ву+ С=0, (10) 

взятое съ + или — , смотря по тому, находится ли точка (ху) отно- 
сительно этой прямой съ той стороны, куда направленъ параметръ 
Р, или со стороны противоположной. По формул* (2) § 26 будемъ 

ИМ-ЬТБ 

. Лх-^Ву + 
' = Р ' 

помощью чего уравнеше (9) приведется къ сл-Ьдующему: 

г = т. (11) 

Это уравнео1е, независящее отъ положешя координатныхъ осей, 
выражаетъ замечательное свойство кривой: радгусъ векторъ, прове- 
денный изъ данной точки въ какую либо точку (ху) разсматриваемой 
лити и разстоянге точки {ху) отъ данной прямой (10) импютъ 
постоянное отношенге Р. 

Если возьмемъ П1)ямую (10) за ось ординатъ, и перпендику- 
лярную къ ней ОР, направленную въ одну сторону съ парамет- 
ромъ Р, за ось абсциссъ, то, означивъ чрезъ а абсциссу данной 
точки Д по уравнешю (11) будемъ им^ть 

(х — а)' + у' = Рх' 
или 

(1 — Р') х' + у' — 2(1Х + а» = 0. (12) 

Это уравнеше принадлежитъ: эллипсу, когда Р<1, гипербомь, 
когда Р> 1, и парабоАп>, когда Р= 1. 

Центръ кривой, въ первыхъ двухъ случаяхъ, находится въ 

точк4 ( д , О ) . Перенеся начало координатъ въ эту точку, 

получимъ уравнеше 

(1 - Р') ж' +/- ^^. = 0. (13) 

Положивъ Р < 1 и означивъ чрезъ а, Ь и с полуоси и эксцентри- 
цитетъ эллипса, которому принадлежитъ въ этомъ случа-Ь уравне- 
Н1е (13), легко найдемъ: 

^Р 7 (хР щ аР , V 

10* 
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Изъ выражен1Я (1) радхуса вектора эллипса 
МТ=г = а — -. 



представленнаго подъ видомъ 



с /а» \ 

= — ( х) , 



усматриваемъ, что, если проведемъ ^В, перпендикулярную къ Ох^ 

на разстояши 0^=^ — отъ центра, и МР ординату точки ЛГ, то 
будемъ им4ть 

а 
но Р^ равно М8, разстоянш 
точки М отъ прямой ^В\ сле- 
довательно, 



/ 


?' 




^ 




/г 


5 
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/^ 
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ЖУ = — Ж8 или -ггг^ : 

а М8 
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Т. -е. отпогиенге между разстоянгями каждой точки эллипса отъ 
фокуса Р и прямой ^Е, называемой директрисою, постоянно и 
равно отношенгю эксцентрицитета къ большой полуоси. Это отно- 

шеше меньше 1, потому что с <С а, Такъ какъ 0^ = — больше 

с 

полуоси ОЛ = а, то директриса ^Е не перес^каетъ эллипса. 

Разстоянхе 0^ =^— есть третья пропорцюнальная къ а и с и 
с 

строится такъ: отложимъ по оси Оу длину ОЕ = а, проведемъ 
^Р'^ и возставимъ къ 1"Е перпендикуляръ; въ перес4чеши посл-Ьд- 
няго съ осью Ох получимъ точку ^, 

Другому фокусу ^Р' принадлежитъ другая директриса ^'В'у 

л* 

проведенная также на разстояши 0^' = — отъ центра. 

с 

Изъ въфажешя радхуса вектора гиперболы (4): 

,.^ сх с ( а'\ 
МЕ=^ а = — (ж ) 

а а \ с/ 

усматриваемъ, что, если проведена будетъ прямая ^Ву перпенди- 
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кулярная къ Ох, наразстоянш 0^ = — отъ центра, и ордината 
ЖР, то 

и, следовательно, 



ре=.-^ 



ЖЕ=-Щ\ 



цо Р^ = Ж5, разстояшю точки Ж отъ прямой ^й, поэтому 

ЖЕ^-Ж8 или ^=-, 

т.-е. отногиенге между разстоянгями каждой точки гиперболы отъ 
фокуса Р и прямой ^Е, называемой директрисою, тгостоянно и 
равно отношенью экск/ентрицитети въ главной полуоси. 

Это отношеше > 1, потому что 
с > а. Директриса ^В не пере- 
сЬкаетъ гиперболы, потому что 

а' 
00=^— меньше' О А = а. Чтобы 
^ с 

найти точку ^, отложимъО^=а, 
проведемъ изъ второго фокуса Т' 
прямую Р'Е и къ Р'Е пер- 
пендикуляръ; въ пересЬченш по- 
сл4дняго съ осью Ох получимъ 
точку ^. 

Другому фокусу 1" принадле- 

житъ другая директриса (^'В\ проведенная на разстояши 0^ = — 
отъ центра. 

Точки в^тви С В' им*ютъ такое же свойство относительно 
фокуса 2^' и директрисы ^'В\ какое точка М имЬетъ относительно 
фокуса ^Р и директрисы ^В, 

Легко видеть, что отношеше между разстояшями всякой точки М 
в-Ьтви СВ отъ фокуса Р' и директрисы ^'В\ принадлежащихъ 

в-Ьтви СВ\ также постоянно и равно отношешю - . Такъ какъ 
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мг 



= г = \-а = -\х-^ I 

а а\ с/ 
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то 



х + ^ = рд', 

С 

но Р^' равно ЖВ,, растояшю точки М отъ второй директрисы ^'В'^^ 
следовательно^ 

ЖГ = - М8 или г— ^ = - . 
а М8 а 

— * Вообще, если радхусъ векторъ выражается формулой (9) 
которая, какъ мы видели выше, приводится къ виду (11) 

г = Рб, 

гд-Ь 8 есть разстояше точки М {х, у) отъ ирямой 

^ж + Бу + С = О, 

то эта прямая есть директриса лиши второго порядка, и отношен1е 
между радаусомъ векторомъ, проведеннымъ изъ фокуса въ точку 
{х, у), и разстоянхемъ этой точки отъ директрисы равно параметру Р 
линейной функщи координатъ, выражающей рад1усъ векторъ.* — 
Если сложимъ радаусы векторы (1) и (2), проведенные изъ 
фокусовъ эллипса Т ж 1" ъъ какую-либо точку Ж, 

сх , , сх 

г ^=^а и г =а+— , 

а а 

то получимъ 

г + г' = 2а, 

т.-е. сумма радгусовъ векторовъ, проведенныхъ изъ фокусовъ эллипса 
въ какую-либо ею точку, поамояина и равна длить большой оси. 

Для точки Ж', взятой вн4 площади, ограниченной эллипсомъ, 
им-Ьемъ 

1РМ' + ГМ' > 2а; 

потощ что, если проведемъ 1^'Ж въ точку Ж перес*чен1я .РЖ' 
съ 9ллипсом1>, ТО найдемъ, что 

КМ' + РЖ' > ГЖ-^- г ж и 2^Ж+ Р'М = 2а, 
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РМ' + Г Ж' > 2а. 



Для точки М\ взятой внутри площади, ограниченной эллип- 
сомъ, дм'Ьемъ 

^Ж" + ГМ" < 2а; 
потому что, если проведемъ ]^'М въ точку Ж 
перес4четя эллипса съ продолжешемъ ^Ж", 
то найдемъ, что 

2^Ж" + Г Ж < ^Ж + ГМ 

^ж+^р'^и'=2а, 

а, следовательно, 

^Ж" + ГМ" < 2а. 

Выражешя (4) и (6) радаусовъ векторовъ, проведенныхъ изъ 
фокусовъ гиперболы въ точку Ж, 
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даютъ въ разности 



сх , . сх 

г = а и г=аН 

а а 



г — г = 2а, 



а выраженк (5) и (7) даютъ г — г' = 2а; следовательно, раз- 
ность радгусовъ векторовъ^ проведенныхъ изъ фокусовъ гиперболы въ 
какую-либо точку , взятую па той или другой вп,тви, равна длить 
главной оси. 

Для точки М\ взятой вн* гиперболы между ея ветвями, имЬемь 
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если 



если 



Г Ж — Г Ж' < 2а, 
Г Ж' > РЖ\ 

ГЖ' — г Ж' < 2а. 
РЖ' >Р'Ж'. 



Допустивъ первый случай, проведемъ прямую Р'Ж въ точку Ж 
пересечешя РЖ съ гиперболою; отъ этого составится треутоль- 
никъ Р'Ж'Ж^ въ которомъ 

Г Ж' < Ш'Ж + РЖ; 
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а такъ какъ 1Г'Ж'= 1'М' — РМ, то ' 

ГМ' < РМ' — РМ+ ГМ; 
откуда выходитъ, что 

ГМ' — РЖ < ГМ— РМ; 

но Р'М — РМ=^ 2а; сл-Ьдовательно, Р'М' — РМ' < 2а. Такъ же 
докажется свойство, относящееся ко второму случаю. 

Для точки Ж", взятой вн4 гиперболы со стороны одного изъ 
фокусовъ Р, им^емъ 

Р'М" — РМ" > 2а, 

Для доказательства проведемъ РМ въ точку М пересЬчешя Р'Ж 
съ гиперболою; отъ этого получимъ треугольникъ ММ^Р, въ кото- 
ромъ 

ММ" '\-РМ> РМ"* 
или 

Р'Ж — Р'М '\-РМ> РМ"; 

откуда выводимъ 

Р'М" — РМ" > Р'М — РМ; 

но Р'М—РМ= 2а; следовательно, Р'М" — РМ" > 2а. 

Не трудно доказать, что разстояшя отъ фокуса и директрисы 
всякой точки, не находящейся на парабол*, не равны между собою; 
притомъ, если точка находится относительно параболы тамъ, куда 
ларабола выпукла, то эта точка ближе къ директрис*, ч4мъ къ 
фокусу, а если точка лежитъ въ пространств*, куда парабола во- 
гнута, то она ближе къ фокусу, ч*мъ къ директрис*. 

52. На доказанныхъ свойствахъ рад1усовъ векторовъ лиши 2-го 
порядка основаны способы для черчешя этихъ лин1й. 

1) Черченге параболы по данной дирептргииъ АВ и данному фо- 
кусу Р- 

Проведемъ (фиг. 78) чрезъ фокусъ перпендикуляръ Сх кьЛБ; 
прямая Сх будетъ ось параболы. Разд*лимъ СР пополамъ; въ сре- 
дин'Ь О получимъ вершину параболы. Шел* того проведемъ пря- 
мун> параллельную директрис*, отстоящую отъ посл*дней на длину 
РО большую 0(7, и зас*чемъ эту прямую дугою круга, описанною 
изъ фокуса Р, какъ центра, радхусомъ равнымъ РС; въ перес*че- 
Н1ЯХФ получимъ точки ж и Д принадлежапця парабол*. Въ са- 
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момъ д'ЬлФ: разстоявоя МВ и NЕ этихъ точекъ отъ директрисы 
равны СР, по параллельности ЖЖ съ АВ^ и СР=^МГ=^Ж1'; слЬ- 
довательно, Ж7)==ЖРиЖЕ==ЖР'^ а это свойство принадлежитъ 
точкамъ параболы. Опред'Ьливъ такимъ образомъ рядъ точекъ, 
расположенныхъ симметрически относительно оси Сх и соединивъ 
ихъ непрерывною чертою, получимъ очерташе параболы. 

Можно начертить параболу непрерывнымъ движен1емъ каран- 
дап1а сл-Ьдующимъ образомъ: 

Приложивъ къ директрис* ЛВ линейку и катетъ НЕ треуголь- 
ника НЕСгу прикр-Ьпимъ къ концу Сг другого катета нитку, а къ 
нитк-Ь на разстояши ЕСг булавку, которую воткнемъ въ фокусъ Е. 
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Поел* того натянемъ нитку остр1емъ карандаша и, придерживая 
линейку неподвижно, станемъ по ней двигать треугольникъ, подви- 
гая вм'Ьст* съ т4мъ и карандашъ, не отводя его отъ катета ЕО 
и натягивая нитку. Легко видеть, что карандашъ начертитъ пара- 
болу, потому что при всякомъ его положенш М будетъ 



и, следовательно, 



ма + мЕ=Еа 
МЕ=Еа — ма = ЕМ, 



т.-е. остр1е карандаша М равно удалено отъ фокуса и директрисы. 

— * 2) Вс* три лиши второго порядка легко чертить однимъ 
способомъ, когда даны: фокусъ, директриса и постоянное отношете 
Р между разстоян1ями каждой точки кривой отъ фокуса и дирек- 
трисы. 

Пусть Е будетъ фокусъ и ВВ' директриса. Проведя прямую 
ЕВ, перпендикулярную къ ВВ\ получимъ главную ось кри- 
вой. Разд'Ьлимъ длину ВЕ на дв* части ^^Р'^и ЛВ такъ, чтобы 
ЛЕ : ЛВ = Р; ъъ точк-Ь д-Ьлешя Л получимъ вершину крввой 
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изъ этой точки возстаБимъ къ ВР перпендикуляръ АС и начер- 
тимъ кругъ радхуса РА изъ центра Р, ПослЬ этого, для опред'Ь- 
лешя какой либо точки кривой, проведемъ произвольный радхусъ 
РЕ, ЕН, параллельную ВР, и прямую ВЩ въ пересЬченш продол- 
жешя ВН съ продолжешемъ РЕ получимъ точку Ж", принадле- 
жащую кривой. Въ этомъ легко удостов-Ьриться сл-Ьдующинъ 
образомъ: 

Проведя М^у перпендикулярную къ БВ* и замЬтивъ точку ^ 
пересЬчешя ея съ АС, получимъ 

МР:РЕ^МВ:НВ = М^:^^, 
а отсюда 

МР:Мд = РЕ:1д = АР:АВ = Р, 

т.-е. отноп1еше разстоянШ точки М отъ фокуса и директрисы 
равно данному отношенхю Р. Также найдемъ друг1я точки кривой. 
Кривая будетъ, какъ мы вид-Ьли выше, парабола, когда Р= 1, 
эллипсъ въ случа-Ь Р< 1 и в4твь гиперболы въ случа4 Р> 1.* — 
3) Черченге эллипса по даннымъ: большой оси и фокусамъ. 
Пусть будетъ ВС = 2а большая ось эллипса, Р т Р' фокусы. 
Возьмемъ произвольную точку Е на большой оси между фокусами; 
потомъ, взявъ фокусы за центры, опишемъ радхусомъ ВЕ четыре 
дуги: тп, тп, тп\ т"п\ и ра- 
д1усомъ СЕ, взявъ опять фокусы 
за центры, засЬчемъ эти дуги дру- 
гими: щ, р(1, ^"(1, р"с["' Въ пе- 
ре<?Ьчетяхъ мы получимъ четыре 
точки: Ж, М\ М", М"\ принад- 
лежапця эллипсу, потому что 
сумма разстоян1й каждой изъ 
нихъ отъ фокусовъ равна СЕ + ф я^ 

-[- ЕВ = ВС. Перем*нивъ м4сто 
точки Д получимъ новые радхусы 

векторы, помоп1,ью которыхъ найдемъ еще четыре точки эллипса. 
Такимъ образомъ можно получить рядъ точекъ, по которымъ соста 
вится очерташе эллипса. 

Основываясь на томъ же свойств* рад1усовъ векторовъ, легко 
начертить эллипсъ непрерывнымъ движенаемъ карандаша. 

Привяжемъ къ двумъ булавкамъ нитку такъ, чтобы длина 
нитк:а между булавками была равна данной длин* АВ большой 
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оси эллипса; укр4димъ булавки въ фокусахъ Е и 1"\ потомъ, на- 
тянувъ нитку остр1емъ карандаша, станемъ двигать карандашъ въ 
ту или другую сторону. Такъ какъ, при всякомъ положенш каран- 
даша, сумма разстоян1й его отъ фо- 
кусовъ равна длин4 нитки или боль- 
шой оси, то карандашъ начертить 
эллипсъ. 

4) Черченге ит&рболы. 

Пусть будетъ дана главная ось 

гиперболы АВ и фокусы Р ж I". 

Разд-Ьливъ пополамъ прямую, сое- 

ДИНЯЮП1.УЮ фокусы, получимъ центръ 

гиперболы; потомъ, отложивъ ОС я 

ОВ равный половин* АВ, найдемъ вершины гиперболы, С и 2). 

Чтобы получить друпя точки кривой, возьмемъ на главной оси ЮС 

точку Д произвольную, но только не 
между 2) и (7; потомъ изъ фокусовъ Р 
и Р\ взятыхъ за центры, опишемъ кру- 
говыя дуги: 
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тп, тп\ т"п", т"'п"' 
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рад1усомъ ВЕ и круговыя дуги 

м- Р'з', р"з", Р'Т 



радхусомъ СЕ, зас^каюпця первыя; въ перес^чешяхъ получимъ 
точки: Ж", М\ М\ Ж"\ принадлежащхя гипербол*; потому что раз- 
ность между радаусами векторами каждой изъ этихъ точекъ равна 
длин* главной оси АВ, Въ самомъ д4л*, для точки Ж, напри- 

м-Ьръ, им4емъ: 

Г Ж— ЕМ= ВЕ— СЕ= ВС= АВ, 

Опред'Ьливъ такимъ образомъ рядъ трчек'ь 

и соединивъ непрерывною чертою т*, ко- 

торыя должны принадлежать одной в-Ьтни 

гиперболы, получимъ очертан1е гиперболы. 

Можно начертить гиперболу непреркгв1- 

нымъ движешемъ карандаша сл4дующимъ 

образомъ. Укр-Ьпивъ булавки въ фокусахъ 

1^ и 7^' съ двумя нитками, къ нимъ привязанными, свяжемъ нитки 

такъ, чтобы разность между длинами ихъ между булавками и узлом-ь 
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была равна главной оси -4Д потомъ захватимъ нитки острхемъ 
карандаша такъ, чтобы можно было натянуть нитки, держа связан- 
ные концы нитокъ въ одной рук*, а карандашъ въ другой, упирая 
остр1е въ бумагу. Если посл4 того станемъ двигать карандашъ по 
бумагЬ, то разстояшя его острхя отъ булавокъ Р ж I" бу дуть уве- 
личиваться или уменьшаться на одну длину, а потому разность 
между этими разстояюями будетъ оставаться равною длин* глав- 
ной оси АВ\ следовательно, карандашъ начертитъ гиперболу. Такимъ 
образомъ можно начертить отдельно каждую в^твь гиперболы, смотря 
ЕО тому, будетъ ли МР' — ЖЕ=^ АВ или ЖЕ ^ ЖР' = АВ. 

53. Направлешя координатныхъ осей, къ которымъ отнесены 
уравнен1я эллипса и гиперболы. 






(1) 




суть главные сопряженные д1аметры (§ 40). Кром* этихъ дхамет- 
ровъ, у эллипса и гиперболы есть безчисленное множество другихъ, 
косоугольныхъ. 

Докажемъ, что суш;ествуетъ д1аметръ, 
сопряженный съ произвольною хордою СВ, 
т.-е., что Д средина хорды СВ и средины 
всЬхъ хордъ, ей параллельныхъ, находятся 
на одной прямой, которая и будетъ дхаметръ, 
сопряженный съ СВ. 

Пусть будетъ 

У = ах+^ (2) 

уравнен1е хорды СВ, л х\ х" ж X абсциссы 
точекъ С, В ж Е, 

Абсцисса средины прямой лин1и есть по- 
лусумма абсциссъ крайнихъ точекъ; поэтому 
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Х = 



х' + X 




такъ какъ координаты каждой изъ точекъ С ж В должны удовле- 
творять вм'Ьст'Ь уравнешямъ (1) и (2), то х и х" суть корни того 
уравнешя, которое получится отъ исключен1я у изъ этихъ уравне- 
нШ, а именно корни уравнешя 
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По свойству же корней уравнешя 2-й степени им'Ьемъ 

сл-Ьдовательно, 

Подставивъ эту величину вм4сто х въ уравнен1е (2),.получимъ 




ординату точки Е: 
Г 



а'«'=г:Ь*" 



(4) 



Если же исключимъ р изъ уравнешй (3) и 
(4), то будемъ имйть уравнеше 
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аа 



(5) 



которому должны удовлетворять не только координаты средины 
хорды СТ), но и координаты средины всякой другой хорды, парал- 
лельной (72); потому что въ этомъ уравнешй н^тъ величины % 
которая им-Ьеть разныя значен1я для прямыхъ параллельныхъ СВ, 
а находится величина а, имеющая одно значен1е для вс^хъ этихъ 
прямыхъ. Итакъ, уравнен1е (5) принадлежитъ лин1И, проходящей 
чрезъ средины хорды СВ и всЬхъ хордъ, ей параллельныхъ. Оно 
относительно X и Г первой степени, а потому принадлежитъ 
прямой лин1и; притомъ ему удовлетворяютъ координаты центра: 
X = О, У = 0; следовательно, лингя второю порядкщ илтюгцая 
центръ, имгьетъ безчисленное множество сопряженныхъ дгажтровъ 
(§ 35); есть они проходятъ чрезъ центръ, и для всякой системы 
параллельныхъ хордъ есть ^сопряженный дгаметръ, который полу- 
чимъ, проведя прямую чрезъ центръ и средину одной изъ сопряжен- 
ныхъ хордъ, или прямую чрезъ средины двухъ хордъ. 
Положивъ въ уравнешй (5) 



получимъ 



Г=аХ 



для уравнешя дхаметра ОР. Для д1аметра НК, съ нимъ сопря- 
женнаго, будемъ им^ть 



а а 
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или по уравнен1ю (6) 

Т=аХ. 

Это уравнеше принадлежитъ прямой, параллельной СВ; следова- 
тельно, дгаметръ КН, сопряженный съ даннымъ СгР, параллеленъ 
хордамъ, чрезъ средины которыхъ проходить данный. 

Зд4сь а и а' означаютъ тангенсы угловъ, составляемыхъ двумя 
сопряженными д1аметрами 01" и НК съ главною осью Ох эллипса 
или гиперболы; они связаны уравненхемъ (6), которое можно пред- 
ставить подъ видомъ 

«а'=±^. (7) 

Знакъ — относится къ эллипсу, а + къ гипербол*; поэтому для 
эллипса а и а' им4ютъ противоположные знаки, а следовательно, 
одинъ изъ угловъ ГОх и КОх острый, а другой тупой. Для ги- 
перболы а к а им^ютъ одинаковые знаки, а следовательно, углы 
1'Ох и КОх одноименны, т.-е. оба острые или оба тупые. 

Эллипсъ представляетъ сомкнутую кривую, а потому пересе- 
кается со всякимъ дхаметромъ въ двухъ точкахъ; но гипербола не 
со всеми своими Д1аметрами пересекается. Легко доказать, что д1а- 
метръ, составляюпцй съ главною осью утолъ, котораго тангенсъ 

больше — или меньше , не можетъ пересекать гиперболу. 

а а 1г х- . 

Чтобы найти пересечен1е какого-либо дхаметра 

у = ах 
съ гиперболой 

а' V ~ ' 

надобно допустить, что уравнешя этихъ лин1й совместны, и решить 
ихъ относительно ж и у. Для первой изъ этихъ величинъ мы по- 
лучимъ формулу 



X = 



УЬ* — а*а^ 



которая показываетъ, что х будетъ мнимое, когда а > — а , т.-е. 

когда а > - или а < ; следовательно, д1аметръ въ такомъ 

а а 

слу^а4 не пересекаетъ гиперболы. 

Если « = =!=-, то ж = оо; следовательно, и въ этомъ случае. 
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дхаметръ не пересЬкаетъ гиперболы. Такой дааметръ совпадаетъ съ 

своимъ сопряженнымъ; потому что при а = гЬ — , по уравненш (7;, 

оудетъ а = ± — = а. 
а 

Если въ эллипс* полуоси а я Ъ равны, т.-е. эллипсъ есть кругъ, 
то уравнеше (7) приводится къ услов1Ю 

(ха = — 1 

перпендикулярности сопряженныхъ д1аметровъ: Т=^аХ и Г= а'Х 
Следовательно въ круггь есть сопряженные дгаметры взаимно-перпен- 
дикулярны. 

Если же полуоси а и Ь не равны, то эллипсъ, кром* осей, къ 
которымъ отнесено уравнен1е 

не ыожетъ инЪть взаимно перпендшсуларныхъ сопряженныхъ д1а- 
метровъ. Это было уже доказано въ § 39. Къ этому же заключенш 

приводить уравнеше «а = р , которое, если а не равно Ъ, не 

О/ 

можетъ существовать вм^ст-Ь съ услов1емъ перпендикулярности 
аа' -{- 1 = О, когда а неравно О или оо. 

Гипербола также, кром-Ь осей, къ которымъ отнесено уравнеше 

не можетъ им'Ёть перпендикулярныхъ сопряженныхъ д1аметровъ; 

потому что, если а неравно О или оо, то уравнеше аа =: ^ не 

можетъ существовать вм-ЬсгЬ съ услов1емъ перпендикулярности 
7л' + 1=0. 

54. Основываясь на доказанныхъ свойствахъ дхаметровъ элляпса 
и гиперболы, легко р-Ьшить следующую задачу: по извгьсшпому 
очертангю линги 2-ю порядка, имп>югцей центръ^ найти К/ентръ и оси. 

Проведемъ дв* параллелъныя хорды, разд-Ьлимъ каждую попо- 
ламъ и соединимъ средины прямою дишею; отъ этого получимъ 
одинъ изъ д1аметровъ кривой. Если онъ пересЬкаетъ кривую, то 
раздЬлимъ пополамъ часть его, ограниченную кривою; въ средин-Ь 
получимъ центръ кривой. Если же дхаметръ не пересЬкаетъ кривой. 
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ТО построимъ другой д1аметръ пб двумъ другимъ параллельнымъ 
хордамъ; въ пересЬчеши его съ первымъ получимъ центръ. 

Когда известны очертате кривой и центръ, то можно найти 
оси сл^дующимъ образомъ. Опишемъ изъ центра кривой окруж- 
ность круга, пересекающую данную кривую; залгЬтимъ дв-Ь посл4- 
довательныя точки перес^чешя; соединимъ ихъ хордою и опустимъ 
изъ центра на эту хорду пернендикуляръ. Этотъ перпендикуляръ 
разд4литъ хорду пополамъ, какъ хорду, принадлежащую кругу; 
следовательно, онъ будетъ д1аметръ для данной кривой, сопря- 
женный съ этою хордою, притомъ главный или ось, по перпенди- 
кулярности его къ хорд*. Прямая, къ нему перпендикулярная, 
проведенная чрезъ центръ, будетъ другая ось. 

55. Хорды АЖ и ВЖ, проведенный изъ концовъ произвольнаго 
Д1аметра АВ въ какую-нибудь точку кривой, называются дстолни- 
тельными хордами. Он4 им4ютъ то замеча- 
тельное свойство, что всегда параллельны двумъ 
сопряженнымъ д1аметрамъ. Пусть СВ парал- 
лельна АЖ и Е!" параллельна ВМ, Докажемъ, 
что эти две прямыя суть сопряженные Д1аме- 
тры. Такъ какъ О есть средина АВ, то СВ, 
по параллельности съ АЖ, пройдетъ чрезъ 
средину (т хорды ВМ, а потому СВ есть д1аметръ, сопряженный 
с^ ВЖ\ точно также увидимъ, что ЕР есть д1аметръ, сопряженный 
съ АЖ. Но здесь хорда, сопряженная съ' 
одвимъ Д1аметромъ, параллельна другому; 
поэтому, Д1аметры суть взаимно-сопряжен- 
ные. Следовательно, чтобы начертить два 
сопряженныхъ дааметра, надобно провести 
произвольный д1аметръ АВ, потомъ две 
дополнительныя хорды АЖ и ВМ и чрезъ 
центръ две нрямыя СВ и ЕЕ, имъ парал- 
лельный. 

Основываясь на томъ же свойстве до- 
полнительныхъ хордъ, легко решить следующую задачу: построить 
два сопряженныхъ дгаметра, составляющихъ данный уюлъ 6. 

Проведя произвольный д1аметръ АВ, начертимъ на немъ извест- 
ными способомъ дугу круга, вмещаювоую данный уголъ 6, заме- 
тимъ пересечен1я С я В этой дуги съ кривою и проведемъ къ 
ннн:^ дополнительныя хорды АС т ВС, АВ и ВВ; отъ этого 

I. Сомовъ.- Геометр1я. 11 
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получимъ ^ лев = 6, / ЛВВ = 180° — 6. Посл'Ь того проведемъ 
Д1аметры Е!" и (тД параллельные хордамъ ЛС и ВС, и дааметры 
Ш и ХЖ, параллельные хорДамъ АВ и ВВ; такимъ образомъ 
получимъ дв-Ь пары сопряженныхъ д1аметровъ, составляющихъ 
между собою уголъ 6 или 180° — 6. 

Такъ какъ окружность круга можетъ пересекать эллипсъ и гипер- 
болу не болФе какъ въ четырехъ точкахъ (см. § 32), то дуга круга, 
проведенная чрезъ концы дхаметра ЛВ, кром-Ь этихъ двухъ точекъ, 
можетъ пересЬчь эллипсъ или гиперболу еще не бол-Ье какъ въ 
двухъ точкахъ С ж В; следовательно, продложенная задача не 





Фиг. 94 
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мояЛтъ им^ть бол4е двухъ р^шенШ. Она будетъ невозможна, когда 
точекъ (7 и I) не существу етъ. Чтобы узнать, когда р^шеше задачи 
возможно, разсмотримъ, как1я значенхя можетъ им^ть уголъ в. 

Пусть СгЕ и НК будутъ сопряженные дхаметры эллипса или 
гиперболы (фиг. 89 и 90) 



^' ^у1- 



1, 



и \% (КОх) = а, Щ (РОх) = а\ Щ {РОК) = е; то 

а' — а 



Ч^ = 



V 



По уравненш же (6) § 53 им*емъ а' = ц= -^; следовательно. 



или 



(а -4- о) о. 



С а 



(1) 



такъ какъ а* =р V равно квадрату эксцентрицитета с*. 



0|дШ2ес] Ьу ^л0051С 



— 163 — 

Если означимъ черезъ ж и у координаты точки К^ въ которой 
д1аметръ НЖ пересЬкаетъ кривую, то будемъ им-Ьть 

а — — И а а и^г о — ^1 — 1П — г- ; 

X х^ х^ 

отъ этого формула (1) приведется къ следующей: 

Для эллипса должно взять верхшй знакъ, а потому, если х е у 
положительные, то 1д 6 отрицательный, а [следовательно, уголъ 
КОГ = б тупой; дополнительный уголъ 1'ОН будетъ острый и 

По этой формул* видно, что уголъ 1'ОН будетъ им^ть наименьшее 
значеше, когда произведенхе ху, т.-е. прямоугольникъ, построенный 
на координатахъ точки Р, получитъ наибольшее значеше. Это 
будетъ тогда, когда значен1е х^у^ наибольшее; но 

ху ^ ^1 х' (а' — а^) 

будетъ наибольшее, когда произведете а^ (а* — а?*) будетъ наи- 
большее. А такъ какъ сумма множителей этого произведенхя посто- 
янна и равна а*, то оно наибольшее, когда множители равны, 
т.-е. когда 

ж* = а* — х^; 

а . Ь ^ 

отсюда X = —^ и уравнеше эллипса даетъ у = —:= ; следова- 
тельно, ^ К 2 

С а а 

Дв* посл4днк формулы показываютъ, что ^ 1'Ох = А НОх, 

Изъ доказаннаго заключаемъ, что сопряженные дгаметры эллижа, 
состав-лякщге наименьшгй острый уголъ или наибольшгй тупой, 
суть ^гагонали впжаннаго въ эллипсъ прямоугольника, у котораю 
сторсуны суть а У^ и Ъ у 2 и соотвп>тственно параллельны осямъ 
эллипса^' Притомъ площадь этого прямоуюльника бомье площади 

11* 
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всякаю другого прямоуюльника вписаннаю, со сторонами параллель- 
ными осямъ. 

РЬшен1е предыдущей задачи, — построить сопряженные д1аметры, 
составляю1ще данный уголь, — возможно въ такомъ только случа*, 
когда данный острый уголъ не меньше угла 6, соотв^тствующаго тан- 
генсу —2-. Зам4тимъ еще, что сопряженные дгаметры эллипса^ 
с \ 

составляющге наименьшгй острый уюлъ, имп>юшъ равныя длины; 
потому что они суть д1агонали прямоугольника. 
Для гиперболы формула (2) даетъ 

с^'ху 

ЗдЬсь произведете ^^ = — л: Кж* — а* возрастаетъ вм4ст4 съ х 

отъ О до оо ; приэтомъ Ь^ (РОК) уменьшается отъ с\э до О, 
а сл-Ьдовательно, уголъ РОК уменьшается отъ 90° до 0^. Такъ 
что сопряженные дгаметры гиперболы могутъ составлять всяк1й 
уголъ. При л; = оо сопряженные д1аметры совпадаютъ въ одну 
прямую. Этотъ случай мы уже разсматривали выше и нашли, что 
тогда ^ ъ 

а 
56. Если возьмемъ каше-нибудь сопряженные д1аметры эллипса 
или гиперболы: ОР и 02) (фиг. 92 и 93), составляюпце уголъ О, 
за оси координатъ х,у, то получимъ уравнеше вида 

Лx'-\-Су' + ^ = 0, (1) 

гд4 н^тъ члена съ произведешемъ координатъ ху; потому что 
каждой величин* х = ОН должны отв-Ьчать дв* величины у, 
равныя и противоположныя, составляющ1Я хорду АМ, сопряженную 
съ д1аметромъ ОР, взятымъ за ось л:-въ, и также каждой вели- 
чин-Ь у = 00 должны отвечать дв* величины х, равныя и проти- 
воположныя, составляюпця хорду БМ, сопряженную съ дтаметромъ 
ОВу взятымъ за ось у-въ. 

Когда мы разсматривали въ § 39 уравненхе кривой, имеющей 

дентръ, 

Ах' + Вху+Су' + д = 0, 

и отнесенной къ осямъ, составляющимъ уголъ Ь, то видели, что 

величины 

Л+С—Бсо&Ь Б' — 4:ЛС 

81п' Ь 8т* 6 
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не изменяются, когда переменяются налравлен1я координатныхъ 
осей; притомъ вторая величина отрицательная для эллипса и по- 
ложительная для гиперболы. Прилагая это къ уравнен1ю (1), нахо- 
димъ, что величины: \ 

Л+С АС 



81п' 6 8Ш*6 



(2) 



не зависятъ отъ системы сопряженныхъ д1аметровъ, къ которымъ 
отнесено уравнеше (1), притомъ для эллипса АС положительное 
количество, а для гиперболы отрицательное; следовательно, А ^ С 
им^готъ одинаковые знаки, когда уравнен1е (1) принадлежитъ 
эллипсу, и разные, когда оно принадлежитъ гипербол*. 

Положимъ, что уравнеше (1) принадлежитъ эллипсу и пусть 
ОР=^а и 01) = Ь'\ тогда будемъ иметь: 

л; = ± а', при у =^ О, и у ^=:±:Ъ\ при х=-0, 

следовательно, уравнеше (1) даетъ: 

Аа^ +Я = и СЪ" + Я = 0\ 

откуда ^ = — V, , ^' = — 1^ • 

Подставивъ эти величины А т С ъъ уравненхе (1), получимъ 

% 2 

а" ^ Г ' 

уравнеше такого же вида, какой имеетъ уравнеше эллипса, когда 
за оси координатъ взяты оси эллипса. 

Прилагая къ этому уравненш формулы (2), получимъ 






8Ш 

Эти величины не зависятъ отъ системы сопряженныхъ д^аметровъ. 
Для главныхъ сопряженныхъ д1аметровъ или осей эллипса эти 
выражен1я приводятся къ следующимъ: 

1.1 1 



^2 I 7 2 И 272 ? 



следовательно, 



1 _ 1 



(3) 
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Разд4ливъ первое уравневае на второе, получимъ 

а" + V' = а' + Ъ\ (4) 

т.-е. сумма квадратовъ сопряженныхъ гюлудьаметровъ роена суммгь 
квадратовъ полуосей. 

Второе изъ уравнешй (3) даетъ 

аЬ' 8Ш в = аЬ, (5) 

т.-е. площадь параллелограмма^ построеннаю на сопряженныхъ полу- 
дгаметрахь, роена плоищди прямоуюльника, построенною на полу- 
осяхъ. 

Выше было доказано, что одинъ изъ сопряженныхъ дтаметровъ 
пересЬкаетъ гиперболу, а другой н-Ьтб. Если возьмемъ за ось х-ъъ 
первый изъ этихъ д1аметровъ 01" (фиг. 93), за ось ^-въ второй ОВ, 
и означимъ чрезъ а' полуд1аметръ ОГ, то при у = 6 получимъ 
для X вещественныя величины :^ а\ а при х = О для у мнимыя 
количества, которыя означимъ чрезъ 1±: Ь' V — 1. Длины а и Ь' 
связаны съ величинами Л, С, ^ уравнешя (1) услов1ями: 

помощью которыхъ можно привести уравнеше (1) къ виду 

^-^г.-1, (6) 

такому же, какое им4етъ уравнен1е гиперболы, когда главные со- 
пряженные Д1аметры взяты за оси координатъ. Формулы (2) даютъ 






1 1 



(7) 



— а^Ъ'^^тЧ —а'Ь^' 

Разд'Ьливъ первое изъ этихъ уравненШ на второе, получимъ 

а'^ — 6 * = а* — Ъ\ (8) 

т.-е. разность кеодраттъ сопряженныхъ полудгаметровъ роена раз- 
ности кеодратоеъ полуосей. 

Второе изъ уравнешй (7) даетъ 

аЪ' 8т Ь = аЬ, (9) 
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т. -е. пмщадь параллелограмма, построеннаго на сопряжеНныосъ полу- 
дгаметрахъ, равна площади прямоуюльника, построеннаю на полу- 
осяхъ. 

Для равносторонней гиперболы будетъ а = |5 и по уравнеп1ю 
(8) также а =Ъ'; следовательно, у равносторонней гиперболы есть 
сопряженные полудгаметры равны между собою. 

Уравнеше (5) въ этомъ случа* беретъ видъ 

х" — у'' = а'\ 

— * 57, Легко начертить эллипсъ по даннымъ сопряженнымъ ко- 
соугольнымъ д1аметрамъ: АБ и СВ. Для 
этого начертимъ кругъ изъ центра О ра- ^ 

д1усомъ АО, потомъ возставимъ рад1усъ 
^Е'0, перпендикулярный къ АБ. и прове- 
демъ прямую ЕС; посл4 того изъ произ- 
вольной точки Р, взятой на АБ, прове- 
демъ МБ, параллельную ЕО, до встречи 
съ окружностью круга, потомъ Р^, парал- 
лельную 0(7 и М^, параллельную ЕС\ въ 
пересЬченхи М^ съ Р^, получимъ точку ^^^* ^^ 

^, принадлежащую эллипсу. 

Въ этомъ легко удостовериться сл^дующимъ образомъ: 
Взявъ ОБ и 0(7 за координатныя оси и положивъ ОБ = х^ 
Бд =: у, БО = а, ОС = Ъ, найдемъ 

Бд:МБ=^ ОС:ОЕ 
или I 

у : МБ = Ъ:а; 

но треугольникъ 0МБ даетъ 





МБ = Уа' — х'; 


следовательно, 


у : Уа^ — х^ =^ Ъ:а, 


откуда выходитъ 


^ + ^ = 1 



а это есть уравненхе эллипса, отнесеннаго къ сопряженнымъ дш- 
метрамъ. Можно определить точку ^ еще такъ: возставить ОБ, 
перпендикулярную къ АБ, и провести прямую СЕ\ потомъ возста- 
вив'ь БЖу перпендикулярную къ АБ, провести Б^, параллель- 
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ную ОСу и прямую N^, цараллельную РС\ въ пересечении двухъ 
посл4днихъ получимъ точку ^, Опред^ливь рядъ точекъ подоб- 
ныхъ ^, по нимъ начертимъ эллипсъ. 

По данпымъ косоугольнымъ сопряженнымъ д1аметрамъ эллипса: 
АВ и СВ можно найти его оси, не зная очертан1я эллипса. Для 
этого проведемъ ЕР, перпендикулярную къ АВ и равную этому 
д1аметру; потомъ прямыя СЕ, СЕ и параллельныя имъ ОН и Обг; 
въ сумм* и разности двухъ посл^днихъ найдемъ длины .полуосей, 
а направлен1я осей будутъ прямыя, раздвоягощ1я уголъ НОСг и его 
дополнеше НОС-'; такъ что если отложимъ по этимъ прямымъ 
длины О А' и 0В\ равный НО -\- 00, бС и 02)', равныя 
Н0= СгО, то йолучимъ прямую А' В', представляющую длину и 
направлеше большой оси и прямую С'В\ представляющую длину 
и направлеше малой оси. Для доказательства положимъ: ОА=^а, 
СО = Ъ\ А СО А = 6 и означимъ чрезъ а ш Ь искомый длины 
полуосей. По свойствамъ сопряженныхъ д1аметровъ эллипса, най- 
деннымъ въ предыдущемъ §, им*емъ: 

а« + Ь* = а" + Ъ'\ аЪ = аЪ' 8Ш 6; 

откуда легко- вывести, что 

{а + ЪУ ^а!" + Ъ' + 2аЪ = а" + Ь" + 2а V 8т 6, 

(а — ЬУ = а' + Ь' — 2аЬ = а* + Ь" — 2а Ь' 8т в; 

по треугольна къ СОЕ даетъ 

СЕ' = а" + Ь" + 2а'Ь' зт 6, 

СЕ* = а" + й" — 2а'Ь' 8т 6; 
следовательно, 

(а + ЬУ = СЕ'; {а — ЪУ = СЕ' 
или 

а + Ъ= СЕ=2Н0, а — Ъ = СЕ=2&0; 

откуда выходитъ, что 

а = НО^аО, Ъ = НО— СО, 

Для доказательства, что прямыя, раздвояющ1я уголъ НОСг и его 
дополнеше НОСг', суть направлешя осей, положимъ на время, что 
эллипсъ начерченъ по способу, изложенному въ этомъ §, и пусть 
будетъ В одна изъ точекъ, въ которыхъ онъ пересекается съ 
окружностью круга АЕВЕ. Проведя въ эту точку прямыя А^В и ^3^^; 
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получимъ дв* дополнительныя хорды, составляюпця прямой уголъ 
АЬВ (какъ вписанный въ полукруг*), а потому дхаметры, имъ 
параллельные, будутъ главные. Но легко видЬть, что направления 
этихъ хордъ параллельны прямымъ, раздвояющимъ уголъ НОО и 
его дополнен1е Н00\ Такъ какъ точка Ь определяется по тому 
же способу, какъ и точка ^, то, проведя ЬМ' и ЬК\ параллель- 
ныя СЕ и СР, до перес*чен1я съ окружностью АРБЕ и соеди- 
нивъ перес4чен1я хордою Ж1!(\ найдемъ, что последняя парал- 
лельна ЕЕ и, следовательно, перпендикулярна къ АВ\ поэтому 
М'Р = N'Р'\ всл4дств1е чего: Ж' Б = N'Б и углы М'^Б и Б1К 
равны, какъ опираюпцеся на равныя хорды. Итакъ, хорда ЬВ 
разд4ляетъ пополамъ уголъ М'^N\ равный угламъ ЕСЕ и ЛОСг 
по параллельности сторонъ, а хорда А^, перпендикулярная къ ХБ, 
параллельна прямой, разделяющей пополамъ дополнительный уголъ 

лоа\ * — 

58. Разсмотримъ теперь д1аметры параболы. 
Возьмемъ начало прямоугол|>ныхъ координатъ въ вершин* 
параболы и ось Ох по направленш оси этой кривой. Пусть будетъ 

/ = 2рх (1) 

уравненхе параболы, а 

^=^У + ? (2) 

уравнеше произвольной хорды АБ. Нетрудно доказать, что пара- 
бола имЬеть Д1аметръ, сопряжённый съ этою хордою. Исключивъ 
X изъ урацрешй (1) и (2), получимъ уравнен1е 

х" — 2рау — 2рр = О, 

когораго корни будутъ ординаты точекъ А ж Б, Означивъ эти 
корни чрезъ у и у", будемъ им^ть 

У + У = 2ра, 

у' "4" у" 
следовательно, - — -^- = ра будетъ ордината СО средины хорды 

ЛБ' А какъ а то же для вс^хъ хордъ, параллельныхъ съ АБ, то 
средины всехъ этихъ хордъ им^ютъ равныя ординаты; поэтому об- 
щее ихъ место есть прямая, параллельная оси Оа;, проведенная 
чрезъ С. Итакъ, парабола имеетъ дхаметръ для всякой системы 
сохгрлгженныхъ хордъ, и все дхаметры параболы между собою па- 
раллельны. 

Лепко найти Д1аметръ параболы, когда кривая уже начерчена. 
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Для этого проведемъ дв-Ь параллёльцыя хорды, АВ и ВЬу разд-Ь- 
лимъ ихъ пополамъ и проведемъ чрезъ средины прямую ЕЕ; 
эта прямая будетъ д1аметръ, сопряженный съ хордами ЛВ и Ш. 
Посл^Ь того можно найти ось параболы сл^дующимъ образомъ: 
чрезъ точку Д въ которой пересЬкается 
/^^^ парабола съ найденнымъ дхаметромъ, про- 
Ж^-^/ ведемъ хорду ЕЕ перпендикулярную къ ЕЕ 

^ / Р и найдемъ ея средину X; прямая Са:, про- 

у '^ ^ веденная чрезъ Д параллельно ЕЕ будетъ 

^<г искомая ось параболы. Въ перес4чен1И О 

'^^ч,^^ параболы съ осью будетъ вершина. ^ 

^^ ---^ Проведя прямую ЕО и Е'Е, къ ней пер- 

Фиг. 97 пендикулярную, до пересЬченхя съ осью, 

получимъ длину Х^, равную параметру 1\к 
Въ самомъ д4л*: въ прямоугольномъ треугольник* ОЕК им'Ьемъ: 
ЕЪ^=^ЕЕ,ОЬ, авзявъ Оа; и перпендикулярную къ ней Оу за оси 
координатъ, по уравненш параболы будемъ им^ть ЕЦ^ = 2^? . 0Е\ 
сравнивъ это уравнен1е съ предыдущимъ, получимъ 

59. Если д1аметръ ЕЕ и прямую, съ нимъ сопряженную Еу\ 
возьмемъ за координатный оси и отнесемъ къ нимъ параболу, то 
получимъ для этой кривой уравнеше точно такого же вида, какъ 
въ томъ случай, когда главный д1аметръ Ох съ прямою Оу, съ 
нимъ сопряженною, проведенною чрезъ вершину, взяты ^ за коорди- 
натныя оси, т.-е. какъ уравнен1е 

Пусть будетъ ОЬ = а, ЕЬ = Ъ е /. уЕх = 9? ^> У коорди- 
наты относительно осей Ох и Оу, а ж', у' координаты относительно 
осей Е^ и Ел)\ тогда 

л? = ж' + у сов '^ + а, У ^=^У 815^ ? + ^\ 

отъ этого уравнен1е параболы, у* — 1'рх =^ О, преобразуется въ сл-Ь- 
дующее: 

у'* вш' ср + 2 (Ь 81П Ф — р С08 ср) у' — ^'рх + Ь* — 2/?а = 0. 

Такъ какъ точка Е находится на парабол*, то координаты ея 
а и 1& удовлетворяютъ прежнему уравненаю у' = 2^а?, т.-е. V = 2^а, 



01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



— 171 — 

сл'ЬдовательнОу въ преобразованномъ уравненш постоянный чденъ 
Ь* — 2]т равенъ нулю. Нетрудно удостовериться, что коеффищентъ 
при у' также равенъ нулю, т. -е. 

Ъ 81П 9 — р С08 '^ = О, 

Предположивъ, что л; = а^/ + Р в<^ть уравненхе хорды ЛВ, сопря- 
женной съ дааметромъ ^Е^Р, жы нашли выше Ъ = СО = ра; но а 
есть тангенсъ угла, составляемаго хордою АВ съ осью Оу или 
€01 ср; следовательно^ 

Ъ=^ р со! ср; ( 

откуда 

|5 8Ш ср — ^ сов 9 = 0. 

Итакъ, преобразованное уравнен1е параболы приведется къ сле- 
ду юш;ему: 

у" 81п* ср — 2рх' = О / 



или 

где 

Такъ какъ 



^ у" = 2р'х\ 

Р 



= 1 + сое 9=1+^ И Ь' = 2ра, 



8т*ср ' ' ' р 

то 

8111* <р 2^ 

а потому 



2/ = 21? + 4а = 4(1 + а) . 



Величина^ + а есть разстоян1е точки Е отъ фокуса параболы 
л» 

или отъ директрисы (см. § 49). Итакъ, постоянное 2р\ которое - 
можно назвать параметромъ относительно диаметра -ЕР, равно 
учетверенному разстоян1ю точки Е отъ фокуса. 



Е. О касательныхъ вообще. Касательныя къ лин1ямъ 2-го порядка. 

60. Если ЛИН1Я, пересекаюп1,ая другую въ несколькихъ точкахъ, 
станетъ изменяться такъ, что две или более точекъ пересечен1я 
сближаются и наконедъ совпадаютъ въ одну, то лиши становятся 
вйгсательными одна къ другой, и точка совпадешя пересечешй 
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навывается точкою касанхя. Въ этой стать^Ь мы будемъ разсматри- 
вать прямыя, касательный къ кривымъ, и которыя будемъ называть 
просто касательными. 

По даннрму уравненш кривой лиши можно найти уравневхе 
касательной. Пусть (х, у) и {х\ у) будутъ дв* точки данной кривой 
и (X, Т) какая-нибудь точка на прямой, чрезъ нихъ проходящей; 
по докаваному въ р'Ьшен1и задачи II § 25, разности X — ж и 
Г — у должны быть пропорц10нальны разностямъ х — х -& у — у\ 
поэтому, положивъ 



у —у_ 

получимъ 



X — X 



Т—у = а(Х — х). (2) 

Это есть уравнеше прямой, пересЬкающей данную кривую въ 
точкахъ (ж, у) и (х у). Чтобы перейти къ касательной, положимъ 
X = X т[ у = у, т.-е., что точки (ж, у) и {х', у) совпадаютъ въ 
одну; тогда уравнеше (2) превратится въ уравнен1е касательной* 
Чтобы получить это уравненхе, надобно только узнать, какое зна- 
чен1е получаетъ величина а, когда х ^=х ти у =^у. Формула (1) дастъ 
тогда 

О 

т.-е. беретъ неопределенный видъ; но по изв^стяымъ правиламъ 
(излагаемымъ въ дифференпдальномъ исчислеши) можно отыскать 
величину, которая скрыта подъ этимъ видомъ. Найдя эту величину 
и подставивъ въ уравненхе (2), получимъ уравненхе касательной. 
]^3|Приложимъ58этотъ способъ къ касательной къ лин1и 2-го по- 
рядка и прежде всего выведемъ уравнеше касательной къ эллипсу 
или гиперболе^ предположивъ, что уравнен1е кривой отнесено къ 
осямъ. 

Пусть ^, ^ у. _ 

будетъ уравнеше кривой. Зд4сь х ж у суть координаты одной изъ 
точекъ кривой. Для другой точки {х , у) им-Ьемъ 

о ш о 1 • 
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Бычтя изъ этого уравцешя предыдущее, полутамъ 



иди 

{х-х){х +^ _ (У^-У)(У +У) _ . 
а« - V ~^' 

Всл4дств1е уравнен1я (1) можно подставить сюда вместо у — у 
ироизведеше а (х — х), потомъ разделить уравнен1е на разность 
X — х; поел* чего будемъ им-Ьть 

^'_ ±^ _^ « (у + у) _ г. 
"а' — V ~ ' 
откуда выводимъ 

^ _ У { х + X) 

''~^аЧу' + уУ 

Если теперь положимъ, что точки (х, у) и {х\ у) совпадаютъ, то 
х' =^ X, у = у, отчего полтчимъ 

'. = = '^ (3) 

а у 

Подставивъ эту величину а въ уравнеше (2), получимъ уравнен1е 

принадлежащее кас^1тельной въ точк* (х, у), къ эллипсу или гипер- 
бол*, смотря потому, будетъ ли взять во второй части равенства 
знакъ — или + . 

Это уравнеше можно упростить. Можно написать его подъ 
вндомъ 

хХ_уТ_х' у' 

а такъ какъ координаты точки касан1я хну удовлетворяютъ 
уравнешю кривой, то 






поэтому уравнен1е касательной окончательно беретъ видъ 

^-^-1 (5) 
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ЗалгЬтииъ, что это уравнеше можно подучить изъ уравнен1я кривой 

8 2 

а'— V ^ ' 

перем^нивъ х^ на хХ и у* на уУ. 

Все зд-Ьсь изложенное относится и къ тому случаю, когда оси 
координатъ суть косоугольные сопряженные д1аметры эллипса или 
гиперболы, а а [и Ь величины полудааметровъ. 

Выведемъ уравнен1е касательной къ параболе 

у' = 2рх. (6) 

Полагая, что (д?, у) должна быть точкою касан1я, возьмемъ еще 
точку (л;', у') на парабол4. Мы будемъ им^ть 

у" = 2рх\ 

Вычтя отсюда предыдущее уравнеше, получимъ 

У * — у^ = 2р {х' — х) 
или 

{у — у) (у''^+ у) = 2^ {х — х). 

А подставивъ а {х — х) вместо у — у и разд4ливъ все уравненхе 
на X — X, будемъ им'Ьть 

« (у' + 2/) = 2^); 
откуда 

_ 2у 
у +У 

что при совпадеши точекъ (х, у) и (х\ у) обращается въ сл1;дую- 
щее выражеше: 

,=|. а, 

Подставивъ это вместо а въ уравненхе (2), получимъ 

для уравнен1я искомой касательной. Это уравнеше можно написать 
подъ видомъ 

Ту — у^=рХ — рх\ 
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потомъ, обративъ внимаше на уравненхе у' = 2рх и сд4лавъ со- 
кращеше, будемъ им-бть 

Гу=1)(Х+^).. (8) 

Найдемъ еще уравнеше касательной къ лиши 2-го порядка, 
отнесенной къ осямъ, им^ющимъ какое ни ,есть положеше, прямо- 
угольнымъ или косоугольнымъ, 

Ая^'\-Вху-]- Су'']-Вх-{-Еу + Р=0. (9) 

Для точки (х\ у) им4емъ 

Ах" + Вх'у' + Су'' + Вх' + Еу + Г= 0. 

Вычтя отсюда предыдущее уравнен1е, получимъ 

А {х''-х') + В(х'у'-ху) + С(у'-у') + р{х'-х)'^- 
+ Е{у' — у) = 0, 

разд*ливъ это на ж' — х ж принявъ во вниманхе, что 

У —у _ ^ „ ху—ху __ ху—ху-^ху — ху _ , 

л X XX XX 

буденъ ин^ть 

А(х' -^х) + В{ха.-\-у)^^С<1{у' + у) + В + Еа = 0. 

При совоадевш точекъ {х, у) и (ж', у') это уравнеше приведется 
къ следующему: 

2Ах + Б (жа + у) + 20ау -\-В + 1а = 0, 

откуда выводимъ 

_ _ 2Ах±Ву±1) . . 

"- Вх + 2Су-^Ё ^^^^ 

и, подставивъ это въ уравнеше (2), получимъ уравнеше касательной 

, 2Ах+Ву + В 

^ У- Вх + 2Су + Е^^ ^^ 
или ' ^ ' 

(Ва^ + 2Су + Е){У- у) + {2Ах + Ву -^ В){Х- х)^0. (11) 

Это уравнеше всегда возможно, каковы бы ни были величины х 
и у; следовательно чрезъ всякую точку (а?, у) кривой 2-го по- 
рядка можно провести касательную и притомъ только одну. 
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Уравнеше (11) можетъ быть упрощено сл'Ьд^ющимъ образомъ: 
отд^ливъ члены, множимые на 2 и Г, отъ прочихъ, получимъ 

(2Ах + Ву'\-1))Х + {Бх + 2Су + Е) Т— 2Ах' — 2Вху — 
— 2Сг/ — Вх — Еу = 0, 

а по уравнен1Ю кривой (9) им4емъ 

— 2Лх' — 2Вху — 20у^ = 1Вх + 2Еу + 2Е\ 

следовательно, уравнен1е касательной приметъ окончательно видъ 

{2Ах + Ву + В)Х + (Бх-{-2Бу + Е) Т'\-Вх + Еу -\- 2Р= 0. (12) 

— * 61 . Если будемъ рассматривать х какъ независимую перем'^н- 
ную, а у какъ ея функщю, определенную уравненхемъ кривой, то 
X — xV^у — у будутъ приращен1я этихъ переменныхъ, а отношепхе 
этихъ приращен1Й ог при х ^==- х обратится въ производную функд1ю 

ординаты у относительно абсциссы х, т.-е. а = -^ ; следовательно, 

уравнен1е каса'^'ельной къ какой ни есть кривой им^етъ общ1Й 
видъ 

или 

г— у _Х-.х 



йу Ах 



(1) 



Означимъ чрезъ 2^(а;, у) = уравнеше кривой, найдемъ по пра- 
виламъ дифференд1альнаго исчисленхя 

дЕ ^ , дЕ ^ 

дх ду ^ 

Въ этомъ уравнеши, которое относительно Лх и Лу однородно, 
можно заменить последшя величины пропорпдональными имъ раз- 
ностями X — X и Т — у; отчего получимъ уравнен1е 

принадлежащее касательной. 

Для лиши второго порядка (9) § 60 им^емъ 

^=2Лх + Ву + В, ^=Вх+2Су + Е 
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И уравнен1е (2) поэтому приведется къ уравненш (11) предыду- 
щаго параграфа. * — 

62. Величина а при косоугольныхъ координатныхъ осяхъ пред- 
ставляетъ отношеше между синусами угловъ, составленнькъ каса- 
тельного съ осями, а при осяхъ прямоугольныхъ татенсъ угла, 
составляемаю касательною съ осью абсцщсъ (см. § 23). 

Прямую ШNу перпендикулярную къ касательной МТ, назы- 
ваютъ нормалью] длину МТ длиною касательной; длину МВ длиною 

нормали; проекц1я ТР длины касательной 
на оси абсциссъ называется подкаса- 
тельною, а проекц1я ТN длины нор- 
мали на той же оси поднормалью. 

Уразнен1е нормали, какъ прямой, 
проходящей чрезъ точку [х у\ им4етъ 
видъ 

У—у = а{Х—х)] 

по условш же перпендикулярности, въ случа* прямоугольныхъ 
осей координатъ, им'Ьемъ аа' + 1 = ^5 откуда а' = ; следова- 
тельно, уравнен1е нормали есть 

У-у^-^^{Х-х). 

Прямоугольные треугольники ТМР и МNР даютъ: 
подкасательная ТР =^ —1 у 'Л^ Т == ^±: у : а, 
поднормаль РN =^ ± у . Щ Т = ^^ у 01, 

длина касательной МТ = ]/?/+ ТР^ = : у = :!= — --^ , 




У 



длина нормали NN = Уу' + NР' =: ш у ]/ 1 + «^ ^== — — ^-^ • 

Зд'Ьсь должно брать величины 2/ и а со знаками + или — такъ, 
чтобы полученные выводы были положите.1ьные. 

Для эллипса и гиперболы, отнесенныхъ къ осямъ. 

2 1.2 ^ > 

а о 

I. Сомовъ.— Гвомвтр1я. 12 
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по формул* (3) § 60 им-Ьемь: 

1)2 1^ = а =: ц= -— следовательно, <!' = ±-^, 
аГу Ъ*х 

гд4 верхнШ знакъ относится къ эллипсу, а нижн1й къ гипербол*. 
Поэтому уравнен1е нормали есть 

что легко привести къ сл-Ьдующему: 

"■(!)==К|) =«■=»■■ 

а такъ какъ а* =г Ь* есть квадратъ эксцентрицитета, который озна- 
чаемъ чрезъ с, то окончательно уравненхе нормали приметъ видь 



V 

X 



\у^ 



Подкасашельная = =п |/ : . =. т _^- ; 

а у ох 



но по уравнешю кривой им^емь 

аУ = = а'Ъ' ± Ъ^х\ 
следовательно, 

подкасательная = ± ( ), 

Ь*х Ъ*х 

поднормаль = 1±1 1/ -^ = ± ~^- . 

Выражеше подкасательной не зависитъ отъ полуоси Ь, а потому 
оно не переменится отъ перемены величины Ъ; изъ этого выте- 
каетъ следующее замечательное свойство касательныхъ, проведен- 
ннхъ къ двумъ эллипсамъ или къ двумъ гиперболамъ, имеющимъ 
общую ось 2а: касательныя^ проведенныя въ точкахъ, имгьющиосъ 
общую абсциссу, пересгькаюшся въ одной точкгь Т на главной ос^ь. 

Легко удостовериться, что это же свойство имеютъ касатель- 
ныя относительно второй оси, т. -е. касательныя, проведенныя кг 
двумъ эллипсамъ, или къ двумъ гтгерболамъ, имп>ющимъ общуто ось 
26, переаькаютъ эту ось въ одной точть, когда точки прикосно- 
венгя имп>ютъ общую ординату. 
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Эти свойства могутъ послужить для проведен1я касательной 
къ эллипсу чрезъ данную на немъ точку М. Начертимъ радхусомъ, 
равнымъ АО = а, изъ центра О окружность круга и продолжим-в 
ордина-Гу точки М до пересЬчешя съ этою окружностью; потомъ 
чрезъ точку перес*чен1я ^ проведемъ касательную къ кругу и 





Фиг. 99 



Фиг. 100 



зам*тимъ пересЬченхе ея Т съ осью Ох\ наконецъ проведемъ пря- 
мую ГЖ, которая и будетъ искомая касательная. 

Для параболы у^ = 2рх по формул* (7) § 60 им-Ьемъ 

Х%Т=а = ^\ поэтому а' = — I ; 

слЬдовательно, уравнен1е нормали будетъ 

{Т-у)р + у{Х-х) = 0. 

Р У* 
Подкйсательная = I/ : — = - = 2а;, 



Поднормаль = у . 



У Р 
Р 



Подшьсательиая равна удвоенной абсциссгь точки прикосновенгЯу 
а поднормаль половингь параметра. На этихъ свойствахъ основаны 
способы проводить касательную и нормаль къ парабол* по дан- 
ной точк* прикосновешя М. Начертивъ координаты этой точки 
ОР и МР, отложимъ ТО = 0Р\ отъ этого получимъ длину 
ТР =^ 20Р, равную подкасательной; следовательно, прямая, сое- 
диняющая точку Т съ Ж", будетъ касательная. Отложивъ ЖР = р 
и соединивъ прямою точки N и М, получимъ нормаль МК 
Для ЛИИ1И 2-го порядка 



Ах' + Вху + Су' + Вх-\-Еу + Р=0, 



12* 
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отнесенной къ прямоугодьнымъ осямъ, тангенсъ угла, составляе- 
маго касательного съ осью л;-въ, какъ мы вид4ли выше, есть 

_ 2Ах + Ву -{- В 

"""" Вх-]-2Су + Е' 

а тангенсъ угла, составляемаго нормалью съ осью х-ъъу будетъ 
' — _ 1 — Д^ + 2(7|/ + Е ; 

поэтому уравнен1е нормали беретъ видъ 

или ' " 

(2Лх + Б^г + 1)) (Т-у) — (Вх + 2Су + Е) {Х-х) = 0. 

— * Положимъ, что 

Е{х, у) = 

есть уравнен1е кривой, отнесенной къ осямъ, составляющимъ уголъ 
Ь, тогда, по доказанному выше, 

^(Х-.) + ^|(Г-,) = (1) 

будетъ уравненхе касательной, а следовательно, 

уравнеше нормали (см. § 25, V). 

Чтобы получить величину подкасательной, надобно положить 
въ уравнеи1и (1) Г' = О, вывести соответственное значен1е раз- 
ности X — X и взять эту разность съ + или — , смотря ио тому 
будетъ ли она положительная или отрицательная. Такимъ же обра- 
зомъ получимъ поднормаль изъ уравнешя (2). 

63. Направлен1е нормали есть направлеше параметра Р фу нкдш, 
линейной относительно X и Г, 

— Х+— Т— — х — ^ 

дх ду дх ду ^* 

представляющей первую часть въ уравнен1и касательной (1) дре- 
дыдущаго §. 
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ТТроекцш этого параметра на осяхъ координатъ х-въ и у-въ 
суть частныя производныя: 

дх ду ' 

Выведя посл4дн1я изъ уравнен1я кривой, мы можемъ построить 
параметръ Р и т4мъ самымъ определить направлен1е нормали, 
а потомъ направлеше касательной. 

Параметръ Р въ отношеши къ функцхи Р' (х^ у\ представляю- 
щей первую часть уравнен1я кривой, называется дифференцгальнымъ 
парсшетромъ. Величина его есть 

т> 1 ,/7Тр\ ГрУ\' 7"йр7р 7 

(см. § 26, форм. 4). 

Разстояте какой-нибудь точки (X, Г) отъ касательной выра- 
жается формулою 

-г- (X — X) -{- -.— (Т — у) 
^^ ^У 1. (1) 






По знаку этой величины мы будемъ знать, съ какой стороны отно- 
сительно касательной находится точка (X, Г). Если то^ка (X, Г) 
находится на кривой, то 

Р(Х, Г) = 0. 

' Положивъ X — х=Ь, У—у—]с, будемъ им'Ьть Р [х-^-к, у+А) = 0. 
Разложивъ это по степенямъ Ник, получимъ 

гд'Ь 7^ (х, у) = о, а е совокупность членовъ 3-й и высшихъ сте- 
яеней относительно А и А; отсюда выводимъ 
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следовательно, по формул* (1) имФемчь 

При безконечно-маломъ разстоян1и точки (X, Т) отъ точки касашя 
{х, у) величины к я к безконечно-малы; тогда знакъ 6 зависитъ отъ 
знака выражен1я 

и будетъ ему противоположенъ. Такимъ образомъ, по знаку выра- 
жеи1я (2) можно узнать, будетъ ли кривая, въ смежности съ 
точкою касан1я, находиться со стороны параметра, или со стороны 
ему противоположной. Когда выражеше (2) им4втъ знакъ + , тогда 
кривая выпукла въ сторону параметра Р; въ противномъ случае 
она будетъ вогнута въ сторону параметра. 

Если вмЬсто А и й подставимъ дифференцхалы €1х и с1у, то по- 
лучимъ выражен1е 

д^!' д^Г д^Р 

которое разнится отъ выражешя (2) на безконечную малую вели- 
чину 3-го порядка, а потому им'Ьетъ съ нимъ одинаковый знакъ. 
Помощью же уравнешя 

-^- ах Ч- -г- ау =^ О ' 

дх ду ^ 

можно преобразовать выражеше (3) въ сл4дующее: 
Лх^ 

\д^) ь^^' ^^У' ^^^У ^^ ^У ^' ^^^^ ^ ' 

которое имЬетъ одинаковый знакъ съ множителемъ 

дх' \ду) дхду дх ду ^ ду' \дхУ ' ^"^^ 

Итакъ, для точекъ кривой, находящихся на безконечно-маломъ 
разстоян1и отъ точки касашя, о им^етъ знакъ противоположный съ 
выражен1емъ (4); поэтому кривая выпукла къ параметру, когда 
выраженхе (4) положительное, и вогнута въ сторону параметра, 
когда выражеше (4) отрицательное. 
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' Не трудно удостов4риться, что для лин1И 2-го порядка 
Ах' -\- Бху + Сх' -{■ Пх -{- Еу -\- Р = О 
выражете (4) приводится къ постоянному количеству 

2[0]У — ВВЕ + АЕ* + (5^ — ^АС) Е]. (5) 

Для эллипса, отнесеннаго къ осямъ 

оно положительное, а именно: ~^т^: сл-Ьдовательно, эллипсъ въ 

смежности съ каждою точкою {х, у) обращенъ выпуклостью въ сто- 
рону дифференцхальнаго параметра. Проекпди же дифференц1аль- 

наго параметра на осяхъ координатъ суть: — ^ и тт. По нимъ 

легко видеть, что параметръ всегда направленъ въ сторону, проти- 
воположную центру, а потому эллипсъ на всемъ своемъ протяжен1и 
вогнутъ къ центру. 

Для гиперболы, отнесенной къ осямъ 

о' Ъ' ' 

выраженхе (5) приводится къ "^-^ и показываетъ, что гипербола 

О/ о 

въ смежности съ каждою точкою {х, у) вогнута въ сторону диффе- 
ренщальнаго параметра. Проекщи же посл4дняго на осяхъ коор- 
динатъ суть: 

2х 2у 

По нимъ видно, что параметръ всегда направленъ въ сторону, про- 
тивоположную центру, а потому гипербола на всемъ своемъ протя- 
жен1и выпукла къ центру. 
Наконецъ для параболы 

у' — 2рх = 

выражен1е (5) даетъ положительную величину 8^, а потому пара- 
бола въ смежности каждой точки {х, у) выпукла въ сторону диф- 
ференщальнаго параметра; проекщи же посл^дняго на осяхъ х-кь 
и у'-вгь суть: 

— 2/> и 2у. 



01д1112:ес1 Ьу 



Соо^к 



— 184 — 

Но нимъ видно, что параметръ направленъ всегда въ сторону, про- 
тивоположную той, гд4 фокусъ; следовательно, парабола везд* 
вогнута къ фокусу. * — 

64. Рад1усы векторы, проведенные изъ фокусовъ эллипса или 
гиперболы въ то^ку касан1я, им4ютъ зам^чательныя свойства: 

1) они пропорцгональны растоятямъ фокусовъ отъ касательной и 

2) составляютъ равные углы съ касательною. 
Пусть 

будетъ эллипсъ, отнесенный къ осямъ, Р я Р' его фокусы, МТ 

касательная въ точкахъ М (ж, у) и 
Т пересечете касательной съ осью 
;г-въ. Уравнеше касательной МТ есть 

а^ а 
Положивъ зд^Ьсь Г = О, и выведя X, 
получимъ длину ОТ, а именно: 
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0Т=^ 

X 



Вычтя и прибавивъ къ этому эксцентрицитетъ с, получимъ разстояшя 
фокусовъ отъ точки Т: 



РТ- 



а 

X 



с, ГТ=1 + с, 

X 



а отсюда выводимъ отношенхе 

РТ : Р'Т=а' 



сх \ с^ -\г ох. 



Это же отношеше очевидно равно отношен1Ю разстоянхй РР и Ъ Р 
фокусовъ отъ касательной, потому что треугольники РТР и Р'ТРу 
подобны. Итакъ, 

РР : Р'Р' = а^ — сх\а' + сх. (1) 

Рад1усы векторы РЖ и Р'Ж, какъ было доказано выше, выража- 
ются формулами: 



РЖ=а 



сх 
а 



Р'Ж = а + 



сх 



и даютъ отношен1е 



РЖ\Р'Ж=а^ — сх\а^ + сх. 
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равное отношен1ю (1); следовательно, 

что доказываетъ первое изъ лриведенныхъ выше свойствъ. 

Изъ него вытекаетъ, какъ сл'Ьдств1е, подобхе треугольниковъ 
ТМТ и ГМР'. А отсюда заключаемъ, что ^РМР= ^ТМР\ 
т.-е. второе изъ упомянутыхъ выше свойствъ. 

Пусть будетъ 

«• V ~ 

уравяен1е гииерболы, 2*^ и 2*^' ея фокусы, МТ касательная въ 
точк* М {х, у) я Т перес*чен1е касательной съ осью л;-въ. Изъ 
уравнен1я касательной 

Хх_Ту 

а' V 
иоложивъ 1^ = о, выводимъ 

а потому ^ 

2 2 

-^^=С— — ' ^'^—^'^"^ Фиг. 102 

РТ : ГТ = сх — а^\сх\ о^- 
Такъ какъ РТ и ^"Тпропорцюнальны разстояшямъ ^Т и 1"Р\ то 
РР: ГГ = сх — а' :сх + а\ (1) 

Изъ выражен1й раддусовъ векторовъ 

а а 

выводимъ 

РМ\ 1"М = сх — а^:сх-\- а. 

Это отношеше равно (1); следовательно, 

РМ:ГМ=1'Р:ГТ\ 

А отсюда сл*дуетъ, что треугольники РМР и Р'МР' подобны и 
потому 

^ -РЖР = ^Г МР\ 

Касателышя кь параболгь составляешъ равные углы съ осью па- 
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раболы и сь радгусомъ векторомъ, проведеннымъ ызъ фокуса въ точку 
касанья. 

Пусть будетъ парабола 



Г 



2рх, 




причемъ ось ж-въ есть главный Д1аметръ, а ось у-въ къ нему 
перпендикулярна; Р фокусъ параболы, 1"! 
касательная въ точк-Ь М(х, у), Т пересЬченхе 
касательной съ осью х-ъъ и МР ордината 
точки М, Мы нашли, что подкасательная 
равна двойной абсциссе, т. -е. ТР= 2х. 
а такъ какъ ОР = л;, то и ОТ = х. Раз- 
стояше фокуса отъ вершины есть четверть 

Фиг. 103 параметра; поэтому РО = ~ ; следовательно, 

РТ=^ + ос; но также РМ=^^ + х; ел*- 

довательно, РТ^= РЖ и треугольникъ ТРЖ равнобедренный; от- 
сюда сл*дуетъ, что ^ РТМ = А ТМР. 

65. Доказанныя свойства угловъ, составляемыхъ касательными 

съ рад1усами векторами, могутъ 
служить къ построенхю каса- 
тельныхъ. 

1) Построить касательную 
къ эллипсу по данной т^очкьь 
прикосновенгя М. 

Такъ какъ касательная 8Т 
составляетъ равные углы ТШР 
и 8МР' съ рад1усами векто- 
рами ЕМ и Р'М, то она раз- 
д4ляетъ пополамъ уголъ 1М1'\ 
заключающ1йся между рад1у- 
сомъ векторомъ ЕМ и продол- 
женхемъ радхуса вектора Е' Ж\ 
потому что ^ 8МР' = / 1МТ, 
какъ противоположные, а по 
равенству ^ 8МР' и /1 ТЛО^, 
будетъ /^ 1МТ ^= /^ ТМЕ\ следовательно, чтобы провести каса- 
тельную въ точке Ж", надобно разделить пополамъ у1юлъ 1М2'^; 
раздвояющая прямая 8Т будетъ касательная. 
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2) Провести ксгссипельную къ эллипсу чрезъ внгьшнюю 7почку 8, 
Пусть будетъ 8Т касательная и М точка прикосновен1я. Про- 
ведя въ эту точку радхусы векторы ГМ и ^Е^М, возьмемъ на про- 
должешн второго длину 1М = РМ и проведемъ 1Р; последняя 
будетъ перпендикулярна къ касательной /ЗТ и разделится ею п6- 
поламъ въ точк* К, по равенству треугольниковъ 1МК и ГМК, 
въ которыхъ /, 1МК = /1 Г'МК, 1М=^РМ, и сторона МК 
общая; вслйдств1в этого данная точка 5 будетъ въ равныхъ раз- 
стояшяхъ отъ 1 и Р, такъ что окружность, описанная изъ 
центра /§ радхусомъ 8Р, пройдетъ чрезъ точку I. Сверхъ того, 
до равенству М1 и МР^ им'Ьемъ: 

Г1= ГМ+М1=ГМ+ГМ, 

т.-е. Р'1 равна сумм* радаусовъ векторовъ, которая равна большой 
оси ЛБ] а потому окружность, описанная изъ центра Л?" радхусомъ 
ЛВ, пройдетъ также черезъ точку I. Итакъ, по данной точк* 5 
можно определить точку I перес4чен1емъ двухъ окружностей: 
окружности рад1уса 81\ описанной изъ центра /8, съ окружностью 
радхуса ЛВ, описанною изъ центра Р\ Найдя точку 7, проведемъ 
прямую 1Г и опустимъ на нее изъ й' перпендикуляръ 8Т, ко- 
торый будетъ искомая касательная. Точку прикосновешя Ж най- 
демъ въ . перес4чен1и касательной съ прямою Р1. 

Окружности круговъ, определяющхя своимъ перес'Ьчен1ёмъ 
точку 7, пересекутся еще въ другой точке /', для которой можно 
провести такиыъ образомъ чрезъ точку 5 другую касательную 8Т 
къ эллипсу. Чтобы окружности, определяюпця точки/ и Г, могли 
пересекаться, разстоян1е между ихъ центрами должно быть меньше 
€уз1мы и больше разности ихъ радхусовъ, т.-е. 

8Р' < 8Г+АВ Е 8Р' > ЛВ—8Р. 

Первое условхе удовлетворено, потому что 8Г' < 8Г-\- РР\ а 
р"р" < ЛВ; следовательно, 8Р' < 8Р+ ЛВ. Второе услов1е мо- 
жетъ быть представлено подъ видомъ 

8Г + 8Г> ЛВ 

и также удовлетворено, когда точка 5 вне эллипса, со стороны 
выпуклой. 

3) Провести касательную къ эллипсу параллельно данного пря- 
^^^ои С1). 
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Допустивъ построен1е предыдущей задачи и что касательная 
параллельна прямой С/Л найдемъ, что прямая ^7, перпендику- 
лярная къ касательной, также перпендикулярна къ СВ\ поэтому 
по данной СВ легко найти точку 7, а именно: опустимъ взъ Р 
периендикуляръ РЕ къ СВ и зас^чемъ его радтусомъ АВ, взявъ 
Ж' за центръ; въ перес4чен1и найдемъ точку I. Поел* того изъ 
средины 1Р проведемъ Т8 параллельно СВ; эта прямая будетх 
касательная. Точка прикосновен1я определится пересЬченхемъ Т8 
съ прямою II', 

Окружность рад1уса АВ, описанная изъ центра Р\ пересЬчетъ 
прямую ЪЕ еще въ другой точк* 1\ по которой можно построить 
другую касательную къ эллипсу, параллельную (72). 

Окружность рад1уса АВ, описанная изъ центра Е\ всегда пе- 
рес*четъ периендикуляръ ЕЕ\ потому что ЕЕ' < АВ и следова- 
тельно, точка Е находится внутри окружности, а всякая прямая^ 
проходящая чрезъ такую точку, пересЬкаетъ окружность. Итакъ, 
можно провести къ эллипсу двгь касапгельиыхъ, параллельныхъ всякой 
данной прямой, 

4) Построить пасашельную къ птербол^ь по данной точкп> 

прикосноветя М. 

Проведемъ въ данную точку 
рад1усы векторы ЕМ и Е'М 
и разд^лимъ пополамъ уголъ 
ЕМЕ'\ раздиояющая прямая 
8М будетъ искомая касательная. 
5) Провести касательную 
къ гиперболть чрезъ внгьшнюю 
тючку 8. 

Пусть 5-М' будетъ касатель- 
ная и М точка прикосновен1я. 
Отложивъ Ж7=Ж-Г и проведя 
1Е, легко вид-Ьть, по равенству 
угловъ ЕМ8 и Е'М8, что 8М перпендикулярна къ /7" и 1К=^ КЪ^ 
а потому 8Е == 57; сл-Ьдовательно, окружность, описанная рад1усомъ 
8Е изъ центра 5, пройдетъ чрезъ 7 Чрезъ эту точку пройдетъ 
также окружность, описанная изъ центра Е' радхусомъ, равнымъ 
главной оси АВ\ потому что 

1Е' = ЕМ — М1= ЕМ — МЕ = АВ, 
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Сл'Ьдовательыо, чтобы провести касательную чрезъ точку 5, опишемъ 
дв* окружности: радхусомъ ЯГ изъ центра Я и рад1усомъ АВ изъ 
центра Р'\ въ перес'Ьчен1и ихъ найдемъ точку /; потомъ прове- 
демъ прямую 1Г и опустимъ на нее перпендикуляръ 8М, который 
представитъ касательную. Точку прикосновешя М найдемъ въ пе- 
рес4чеши касательной съ продолжешемъ 1^'1. 

Окружности, опред'Ьляющ1Я точку /, пересЬкутся еще въ другой 
точк* 1\ по которой можно построить другую касательную, прохо- 
дящую чрезъ Я. Точка прикосповеп1я этой второй касательной мо- 
жетъ быть на другой в-Ьтаи гиперболы. 

Чтобы р'Ьшеше задачи было возможно, окружности, опред'Ьляю- 
Щ1Я точки I и Г, должны пересекаться. Для этого требуются 
услов1я: 

8Г <8Г^ЛБ и 8Г'> 8Г—АБ, когда 8Г>ЛБ. 
или 

8Г' <8Г+АБ и 8Г > АБ—8К когда АБ>8Г. 

Въ первомъ случа* им*омъ: 8Г' — 8Р<АБ и АБ>8Г—8Г; 
второе неравенство есть сл-Ьдстахе перваго, когда 8Г' > Я!^, а пер- 
вое будетъ сл^Ьдств1емъ второго, когда Я^^" > 8Р', То или другое 
услов1е будетъ удовлетворено, когда точка 5 находится между 
в-Ьтвями гиперболы. 

Въ случа-Ь АБ > 8Г требуется, чтобы 8Р' — 8Г < АБ и 
^8Р' + 8Р > АБ, второе, очевидно, всегда удовлетворено, а пер- 
вое требуетъ, чтобы точка /5 находилась между ветвями гиперболы. 
С}) Щювеети касательную кь шперболгь паралмльно данное 
прямой СБ. 

Пусть будетъ 831 искомая касательная и М точка прикосно- 
вен1Я. Отложивъ М1 = МГ и проведя прямую Р1, найдемъ, такъ 
же |;акъ и въ р-Ьшенхи предыдущей задачи, что 1Р перпендику- 
лярна къ 8М, а потому она перпендикулярна и къ СБ; притомъ 
^р"'1 = Р'М — М1 = Г'М — МР = АБ, следовательно, если про- 
ведемъ прямую ГЕ, перпендикулярную къ (72), и зас*чемъ ее 
дугою круга, описаннаго изъ центра Р' рад1усомъ АБ, то найдемъ 
въ перес4чен1и точку /; поел* того чрезъ К, средину 1Р, прове- 
денъ 8М параллельно СБ\ прямая 8М будетъ касательная, а пере- 
с'Ьчен1е ея съ продолжен1емъ Т'1 опред'Ьлитъ точку прикосно- 
вен! л Ж". 

Окружность, описанная изъ Р' радхусомъ АБ, пересЬчетъ пря- 
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мую 1Р въ другой точк4 ^^ которал также какъ I послужить 
для 011ред4лен1я другой касательной, параллельной СВ. 

7) Построить касательную кь параболгь по данной точюь при- 
косновешя Ж. 

Проведя въ данную точку М рад1усъ векторъ РМ, отложимъ 
ТР = РМ и точку Т соединимъ съ М прямою МТ, которая и 
будетъ искомая касательная; потому что она составляетъ съ рад1у- 
сомъ векторомъ и осью равные углы ТМР и МТР. 

8) Провести карательную кь параболгь чрезь внгьшнюю тючку 8ш 
Пусть 8М будетъ искомая касательная» Жточка прикосновешя 

и ^^ директрисса. Проведя М^, перпендикулярную къ ^^, и по- 

томъ прямую ^Р въ фокусъ, будемъ им^ть: 
^М=МР л /:дМТ = АМТР\ а такь 
какъ А МТГ = ^|ГЖУ, то ^ дМТ = 
^ ТЖР\ следовательно, 8Ж перпендику- 
лярна къ О^Т и разд'Ьляетъ ее пополамъ 
въ точк* К, а потому ВР == Щ^ и окруж« 
ность круга, описанная изъ центра 5 
рад1усомъ 8Р, пройдетъ чрезъ точку ^. 
Итакъ, по данной точк* 5' точка $ опре- 
Фиг. 106 д-Ьлится перес'Ьчеп1емъ директриссы съ 

окружностью круга, описаннаго изъ /5ра- 
д1усомъ ВР\ найдя ^, проведемъ ОТ и опустимъ на нее изъ /5 
перпендикуляръ, который и будетъ искомая касательная. Точка 
прикосновен1я определится пересЬченхемъ касательной съ прямож> 
^Ж, проведенною чрезъ ^ параллельно оси. 

Окружность, определяющая пересеченхемъ своимъ съ директрис- 
сою точку ^, перес4четъ директриссу еще въ точк* 0\ помощыо 
которой можно провести чрезъ точку Д' другую касательную къ. 
параболе, решете задачи возможно, когда окружность пересекаетъ 
директриссу; для этого надобно, чтобы разстоянхе точки 5 отъ. 
директриссы было меньше рад1уса ВР, а это услов1е будетъ удо- 
влетворено, когда точка /5 находится вне параболы, съ выпуклой 
стороны. 

9) Провести касательную кь параболгь параллельно данной щ^я- 
мой СР. 

Пусть МТ будетъ искомая касательная и М точка прикосно- 
вешя. Проведя МР, МО, перпендикулярную къ директриссе, и 
потомъ прямую ОР, найдемъ, что РО перпендикулярна къ МТ^ 
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а. сл4довательно, и къ СЕ. Поэтому легко найти точку ^^ когда дана 
ЕС\ она будетъ въ пересЬчеши днректриссы съ перпендикуляромъ 
Ж, опущеннымъ изъ фокуса на прямую СЕ. Опред'Ьливъ ^, про- 
ведемъ чрезъ К*), средину ^Е, прямую ТМ, параллельную СЕ; 
эта прямая будетъ искомая касательная. Точка прикосновен1я М 
определится пересЬчешемъ ТМ съ прямою, проведенною чрезъ ^ 
параллельно оси. 

Такъ какъ директрисса съ прямою Е^ можетъ пересечься 
только въ одной точке, то задача им4етъ только одно решен1е. 

Решеше задачи невозможно, когда СЕ параллельна оси пара- 
болы, потому что тогда ЕК параллельна директрисе*, а точка ^ 
въ безконечности. 

66. Когда оси эллипса или гиперболы взяты за оси коорди- 
натъ, тогда уравнен1е кривой им^етъ видъ 



= 1, 



и тангенсъ а угла, составляемаго касательною съ осью д:-въ, какъ 
мы нашли въ § 60, определяется формулою 









Пусть будетъ а тангенсъ угла, составленнаго съ о<'!ью х въ д1а- 
метромъ М'М, проведеннымъ въ точку 
касатя М(х, у); тогда будемъ иметь 



X 



и следовательно, 



Ь" 



оса = 




Фиг. 107 



А ЭТО (см. § 53) есть услов1е, связы- 
вающее тангенсы угловъ, составляемыхъ 
съ осью а;-въ двумя сопряженными Д1а- 

метрами; следовательно, а есть тангенсъ угла, составляемаго съ 
осью х-ъъ дхаметромъ Ж?Г', сопряженнымъ съ М'М, а поэтому. 



*) Точка К находится въ перес-Ьчеши ^Е'^ съ перпендикуляромъ^ 
возставленнымъ изъ вершины къ оси параболы. 
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касательная параллельна дгаметру, стряженному съ дгаметромъ^ 
проходящимъ чрезъ точку касангя. 

Касательныя въ кондахъ Д1аметра М'М между собою парал- 
лельны; потому что он* параллельны дхаметру NN\ сопряжен- 
ному съ ЖЖ'. 

Въ эллипс* Д1аметръ ЕЖ' перес*каетъ кривую, и касательныя 
въ точкахъ N "Л К' параллельны Д1аметру М'М\ следовательно, 
четыре касательныя въ концахъ двухъ сопряженныхъ д1аметровъ 
образуютъ параллелограммъ, описанный около эллипса. 

Если обозначимъ чрезъ а' и Ъ' половины сопряженныхъ Д1а- 
метровъ и чрезъ 6 уголъ этихъ д1аметровъ, то площадь этого 
параллелограмма выразится произведен1емъ 

А:аЬ' 81П О, 

которое, какъ было доказано выше, равно 4аЬ, т.-е. площади пря- 
моугольника, построеннаго на осяхъ эллипса; следовательно, пло- 
щадь параллелограмма, тикъ описаннаго около эллипса, что стороны 
параллельны двумъ сопряженнымъ дгаметрамъ, имгьетъ постоянную 
величину, т.-е, не зависитъ отъ угла сопряженныхъ дгаметровъ. 

Въ гипербол* дхаметръ КЖ' не перес*каетъ кривую (см. § 53); 
следовательно, чтобы р*шеше задачи 6-й предыдущаго параграфа 

было возможно, надобно, чтобы д1аметръ, 
параллельный прямой (7Д съ которою 
должна быть параллельна требуемая ка- 
сательная, не перес4калъ гиперболы, т.-е. 
проходилъ между в*твями гиперболы. 

Если отложимъ ОЖ и ОК' равныя 
Ь', половин* Д1аметра, сопряженнаго съ 
ММ' = 2а', и проведемъ въ точкахъ N 
и Л"' прямыя, параллельныя съ ММ\ то 
эти прямыя съ касательными въ точкахъ Ж 
и Ж' образуютъ параллелограммъ, площадь, котораго есть 4а'Ь' 81п 6, 
гд* Ь есть уголъ сопряженныхъ Д1аметровъ. Эта величина не 
зависитъ отъ угла Ь и равна прямоуюльнику АаЪ, построенному 
на полуосяхъ. 

67. Задача о проведен1и касательной къ лиши второго порядка 
чрезъ вн*шнюю точку можетъ быть р*шена вообще, аналитически, 
сл*дующимъ образомъ: 
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Пусть будетъ 

Аа? + Вху+Су^ + Вх + Бу^ Р= О (1) 

уравнен1е лишж второго порядка и (а, р) точка, чрезъ которую 
должно провести касательную къ этой кривой. 
Уравнеше искомой касательной будетъ 

и услов1е, что она проходить чрезъ точку (а, р), даетъ 

{2Ах-{-Ву + В)а + (Вх-\-2Су + Е)^ + 1)х + Еу-\-2Р=0^ (2) 

Присоединивъ сюда уравнеше кривой (1), будемъ им-Ьть два урав- 
нешя, изъ которыхъ выведемъ координаты точки прикосновешя 
(ж, у), Такъ какъ одно изъ этихъ уравневшй первой степени, а дру- 
гое второй, то мы найдемъ дв* пары величинъ (х, у), который 
могутъ быть вещественныя или мнимыя; только въ первомъ слу- 
чае можно провести касательную къ кривой (1) чрезъ данную 
точку (а, р); притомъ получимъ дв-Ь касательныхъ. 

Уравнеше (2), разсматриваемое отдельно, при перем'Ьнныхъ 
величинахъ х, у, очевидно, принадлежитъ прямой ливаи, проходя- 
п^ей чрезъ точки прикосновен1я двухъ касательныхъ, проведенныхъ 
къ кривой (1) изъ точки (а, р). Эта прямая называется полярою 
точки (а, р), а точка (а, р) ея полюсомъ. 

Такъ какъ уравнеше (2) возможно при всякихъ вещественныхъ 
величинахъ а и р, то вслкая точка им-Ьеть поляру, даже въ томъ 
сжуча,% когда нельзя провести касательныхъ изъ этой точки къ кри- 
вой (1). Нетрудно также доказать, что всякую прямую можно 
разсматривать какъ поляру н4которой точки. Пусть будетъ 

ах -{- Ъу -{- с=^ О 

уравнеше данной прямой. Чтобы оно представляло поляру точки 
(а, р), оно должно быть тожественно съ уравнешемъ (2); для этого 
должно положить 

2^а+Бр + 2) _ Ва-\-2С^+Е _ Ва-]-Е^ + 2Е . , 

— ^ ^^у 

а о с 

Зд^съ два уравнешя первой степени относительно « и р, а потому 
вьАведелныя изъ нихъ величины аир будутъ вещественныя. 
Отсюда слйдуетъ, что данная прямая им-Ьетъ вообще полюсъ. Но 

I. Сомовъ. — Геометр1я. 13 
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можетъ случиться, что дла а и ^ получаются безконечныя значе- 
Н1Я, тогда полюсъ находится въ безконечности. 

Если кривая (1) иисЬеть центръ, который взятъ за начало воор- 
диватъ при осяхъ, направленныхъ по сопряженнымъ д1аметрамъ, 
то I) = О, ^Е? = О, В = 0; въ такомъ случа* уравнен1я (3) при- 
ведутся къ сл-Ьдующинъ: 

а ^ Ъ с' 
откуда выходитъ 

Ра ^ РЪ 

^ = А^^ ^ = -Сс' 

Такъ какъ -4. и О не равны нулю, то а и [3 будутъ конечныя, 
когда с не равно нулю, а, следовательно, всякая прямая, не про- 
ходящая чрезъ начало координатъ или центръ кривой, им4етъ 
полюсъ на конечномъ разстояши отъ центра. Когда данная пря- 
мая проходитъ чрезъ центръ, тогда с = О, и, такъ какъ центръ 
вообще не находится на кривой, Р не равно нулю *), а потому, по 
крайней м-Ьр*, одна изъ величияъ а, [5 безконечна, т.-е. полюсъ 
находится въ безконечностщ когда поляра проходитъ чрезъ центръ 
привой. 

Для кривой, не им'Ьющей центра, можно взять координатныя 
оси такъ, что въ уравненш (1) будетъ: 

^[ = 0, Б=0, Е=0, Р=0; 

тогда а = - , Э = ^г-у^ . Эти величины будутъ безконечныя, когда 
а 2аО 

а = о, т.-е., когда поляра параллельна оси кривой. 

Когда главная ось лин1и второго порядка взята за ось а-въ, 
а директрисса за ось у-въ, тогда уравненхе кривой беретъ видъ: 

(1 — Р')х^ + у' — 2ах + а' = 

(см. уравнеше 12 § 50), гд* а есть разстояше фокуса отъ дирек- 
триссы. Уравнен1е поляры (2) въ такомъ случай, при полюс* въ 
фокус'Ь (а, 0), приведется къ сл4дующему 

[(1— Р")(Г — а]а — ал; + а» = ИЛИ Р^ах = 0. 

♦) Отсюда должно исключить случай, когда уравнеше (I) принадле- 
житъ двумъ пересЬ кающимся прямымъ. 
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Такъ какъ Р и а не равны нулю, то должно положить а; = О, 
а это есть уравнен1е директриссы; следовательно, если полюсь еь 
фокусгь, то поляра есть директргюса. 

— * 68. Поляру данной точки Р можно построить слйдующимь 
образомъ: проведемъ чрезъ Р дв-Ь прямыя ЛВ и 01), перес*каю1щя 
кривую (1); потомъ прямыя ВВ, АС, 
АВ и ВС, С00ДИНЯЮЩ1Я точки пере- 
с*чен1й, и зам-Ьтимъ точку ^Е'пере- 
с4чен1я АС съ ВВ, и точку 1" пере- 
с4чен1я АВ съ ВС; прямая ЕР, 
соединяющая дв-Ь посл-Ьдтя точки, 
есть поляра точки Р. Для доказа- 
тельства возьмемъ точку Р за на- ^^иг. 109 
чало координагъ, прямую ВС за ось 

д:-въ, РВ за ось у-въ и пусть уравнен1е кривой (1) будетъ отне- 
сено къ этимъ осямъ. Означивъ чрезъ а и а' абсциссы точекъ 
Вж С, в, чрезъ Р и р' ординаты точекъ ^ и Д по § 24 найдемъ: 

^- ^- = 1 для уравнетя прямой АВ, 

, "Г >./■ = 1 I» я »» ВС, 

п ^ 

— 4-^=1 ВВ 

а р 

~ Ч- ^ - 1 АС 

Въ сумм^ первыхъ двухъ уравнешй получимъ уравнеше 

которое должно принадлежать прямой лин1и, проходящей чрезъ 
точку 2^; потому что координаты этой точки должны удовлетворять 
уравнен1ямъ прямыхъ АВ и ВС, а, следовательно, также уравне- 
шю (4), происходящему отъ ихъ сложен1я. Но^ уравненхе (4) выхо- 
дить также отъ сдожен1я уравнен1й прямыхъ ВВ и АС, а потому 
ему должны удовлетворять координаты точки Е, перес4чешя этихъ 
прямыхъ; следовательно, уравнеше (4) принадлежитъ прямой ЕК 
Величины а и а' суть корни травнен1я 

Аа^ + Вх + Е=0, 

13* 
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полученнаго отъ положешя ^^ = О въ уравнеши кривой (1); поэтому 

, ,_ В ,_Г 1,1 а+«'_ 2) 

Л А (X си аа Ъ 

Величины Р и р' суть корни уравненхя 

къ которому приведется уравнеше (1) при л; = 0; следовательно, 

.14- — — — — 
Отъ этого уравнеше (4) приведется къ следующему: 

или -^ ^ 

1)л; + ^ + 22^=0. 

Но къ тому же самому приведется уравнен1е поляры (2) для точки 
Р; потому что въ немъ надобно положить а = О, [З = О, такъ 
какъ точка Р взята за начало координатъ. Следовательно, ВТ 
есть поляра точки Р. 

69. Общее уравненхе поляры (2) им4етъ одинаковый видъ, какъ 
относительно (а;, у\ такъ и относительно (а. Р). Въ самомъ д-Ьл*: 
отд4ливъ члены, содержащ1е ж и у, отъ прочихъ, получимъ 

(2^(x+Бр + 2)>+(-Ва + 2Ср + ^Е;)у + ^)а + ^Р + 2^^= 0; (5) 

но то же самое выходить изъ уравнешя (2) отъ перемены х на 
а, а на л;, у на р и р на у. Следовательно, если точку (дг, у) 
возьмемъ за полюсъ, то уравнен1е (5) или (2) при переменныхъ 
аир будетъ уравненхемъ поляры точки (л;, у). Изъ этого заключаемъ^ 
что поляра всякой точки (д?, у), находящейся на поляре точки (а, р), 
проходить чрезъ последнюю точку. Пусть будетъ ^ поляра точки 
(а, р), а 'р поляра точки (л?, у). Бри движеши точки (ж, у) по пря- 
мой ^, остающейся неподвижною, поляра ^?' будетъ переменять 
свое положен1е, и по доказанному она во всякомъ положен1и дол- 
жна проходить чрезъ точку (а, р), которая остается вмесгЬ съ р 
неподвижною; следовательно, поляра р вращается около точки 
(а, р); обратно, поляра 'р станетъ вращаться около (д?, у), когда 
точка (а, р) двигается по прямой ^?'. 
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Прямыя р и р' называются взаимными полярами, а точки (а:, у) 
и (а|3) — взаимными полюсами. 

Поляры точекъ Р, Р', Р\ ^зятыхъ на одной прямой, пересе- 
каются въ одной точк-Ь С, которая есть полюсъ прямой Р, Р', Р". 

Можно построить поляру точки Р 
еще сл-Ьдующимъ образомъ: проведемъ 
изъ Р три пересЬкающихъ, РЛ, РС, РВ 
(фиг. 111), соединимъ хордами точки 
перес4чешй съ кривою, и потомъ най- 
демъ точки пересечен1й этихъ хордъ 
Е и Ж. По доказанному выше точка 
Е должна быть на поляр* точки Р; по 
той же причин-Ь и М будетъ на этой 
ноляр*; следовательно, прямая ЕМ есть 
поляра точки Р. Легко видеть, что, 
когда полюсъ находится на кривой, 
тогда поляра его касается кривой, и 
полюсъ есть точка прикосновешя. 

Построенхе поляры ведетъ къ весьма 
простому способу, для проведен1я каса- 
тельной къ линй[ 2-го порядка чрезъ 
внешнюю точку Р, а именно: построивъ 
поляру точки Р (фиг. 111), зам-Ьтимъ 
пересечения ея Сг я Н съ кривою; по- 
томъ проведемъ прямыя РО и РД ко- 
торыя и будутъ искомыя касательныя. 
Когда полюсъ Р будетъ въ безко- 
нечности, тогда касательныя РД РСг 
и пересекающ1я РЛ, РВ сделаются 
параллельными, а отсюда выходитъ спо- 
собъ для проведешя касательной парал- 
лельно данной прямой ^. Проведемъ 
параллельно Ь дв* перес4кающ1я ЛБ 

и <7Х>, потомъ хорды Л!), ВС, АС, ВВ; заметимъ точки Е е Е, 
<^оедииимъ ихъ прямою ЕЕ и найдемъ пересечешя последней съ 
кривою, а въ этихъ точкахъ проведемъ прямыя параллельно В 

Такъ какъ здесь полюсъ прямой ЕЕ въ безконечности, то эта пря- 
мая, по доказанному выше, есть дааметръ. Для параболы одна изъ то- 
чекъ, 1^ъкоторыхъР^пересекаетъ кривую,будетъвъ безконечности.* — 
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70. Разсмотримъ положен1я касательной къ лин1и второго по- 
рядка, соотв4тствующ1я разнымъ положешямъ точки прикосновешя. 
Для эллипса АВСВ, отнесеннаго къ осямъ 

тангенсъ угла ср, составляемаго касательною съ осью Ох, выра- 
жается формулою 

(см. § 60), которая даетъ отрицательную величину для 18? и ве- 
личину 9 > ^^°» когда координаты ж и у им-Ьють одинаковые 
знаки, т.-е. когда точка прикосноветя находится въ первой чет- 
верти эллипса АС, гд4 х ж у положительные, или въ тре- 
тьей Ш), гд* X т у отрицательные. Для точки* (ж, у\ взятой 
во второй четверти ВС или четвертой АВ, 18 ср будетъ поло- 
жительный и ср < 90°. При д; = ± а 
будетъ у = 0; отчего 18 ? == оо и сле- 
довательно, ср = 90"", т.-е. касательный 
_1дрл,^ въ концахъ большой оси перпендику- 
лярны къ этой оси. При движен1И точки 
прикосновен1я М отъ А мъ С величина 
X уменьшается, а у увеличивается; по- 
этому 9 увеличивается. При ж = О бу- 
детъ у=^-2Ъ и 189=0; следовательно, 
9 = 180°, т.-е. касательныя въ концахъ малой оси перпендику- 
лярны къ этой оси, или параллельны большой оси. 

Итакъ, касательная къ эллипсу можетъ им^ть всевозможный 
наклонен1я къ осямъ, что впрочемъ мы уже увидали въ § 65, въ 
способ* проводить касательную параллельно данной прямой. Эл- 
липсъ есть сомкнутая кривая, по этому точка прикосновевая всегда 
находится на конечномъ разстоянш отъ центра. 
Для параболы АО В, 

у' = 2рх, 

тангенсъ угла 9? составляемаго касательною МТ съ осью Оху 
выражается формулою 
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(см. § 60). Когда точка прикосновешя {х, у) принадлежитъ части 
ОА, гд* у положительная, тогда 1^ ср > О, и, следовательно, А <р 
острый. Для у = О будетъ 1? ф = оо и ср = 90°, т.-е. касательная 
въ вершин*]^ перпендикулярна къ оси параболы. При отрицатель- 
номъ у, т.-е. для точекъ части ОД Щ^^ отрицательный, а потому 

^ 9 тупой. Съ возрастан!емъ у, величины Щ ср = - и* ^^ умень- 
шаются. Для у =:^ 00 будетъ 1^9 = ^ и 9==^» т.-е. касательная 
при безконечномъ разстоян1и точки прикосновешя отъ вершины 
становится параллельною оси Ох\ но легко видеть, что она тогда 
вс4ми точками находится на безконечномъ удалеши отъ оси. Въ 
самомъ дЬл'Ь: величина ^0^ ордината точки перес4чешя касатель- 
ной съ ОСЫ) Оу, должна представлять разстоянхе касательной отъ 
оси Ох, когда касательная становится па- 
раллельною оси Ох; но ^0 = ^/2 ЖР = 



У 



потому что 



ТО = '/,ТР=х 
(см. % 62); следовательно, 

^0 = 00 при у =^ 00. 
Для гиперболы, отнесенной къ осямъ 




Фиг. 114 



^' _ у* - , 

^2 Г2 ^> 




тангенсъ угла, составляемаго касательного 
съ осью Ох, есть 

Ь^х 

1дср = ,-. Фиг. 115 

а у 

Ояъ положительный для первой четверти АС в третьей ВР, гдЬ 
координаты точки прикосновешя им-Ьготъ одинаковые знаки, а по- 
тому зд4сь 9 < 90°. Напротивъ того, для второй четверти АВ и 
четвертой ВЕ найдемъ 1? ср < ^ и ср > 90°. При д; = =!= а бу- 
детъ у = и 189 = ^> т.-е. касательныя въ концахъ главной 
оси АВ перпендикулярны къ этой оси. 

Чтобы видеть, какъ изменяется уголъ ф съ изм'Ьненхемъ аб- 
сциссы X, выразимъ 18 9 Функц1ею одной этой переменной. Урав- 
нен1е гиперболы даетъ 



а 
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а потому 



« а аух — 



а|/] 



0^ 

Взявъ верхн1Й знакъ, соотв^тствуюпцй четверти АС или ВР, 
усматриваемъ, что съ возрастанхемъ ж, т.-е. съ удален1емъ точки 
прикосновешя М отъ центра, Щ ^ и^ слгЬдовательно, ^ ср умень- 
шается. Самая меньшая величина, Щ ср соотв4тствуетъ ж = =+1 оо, 
т.-е. безконечному удалешю точки прикосновен1я отъ цев[тра, а 
именно: 

Для четверти АВ или ВЕиря л: =^ ± оо получимъ 1^9 ^^ • 

Но касательная, при безконечномъ разстоян1и точки прикосновен1я 
отъ центра, не будетъ вся въ безконечности. Легко доказать, 
что въ разсматриваемомъ случае касательная проходить чрезъ 
центръ. Въ самомъ д4л4: изъ уравнешя касательной 

а'Ту — Ъ'Хх-= — а%\ 

подоживъ Т=0, выводимъ 

X 

для абсциссы точки Т, гд* касательная пересЬкаетъ ось Ох; но 
эта величина равна нулю при ж = оо; следовательно, тогда кара- 
тельная пройдетъ чрезъ начало координатъ, взятое въ центр* 
гиперболы. Итакъ, при безконечномъ удаленхи точки прикосновешя 
отъ центра, касательная проходитъ чрезъ центръ и составляетъ съ 

главною осью гиперболы уголъ, определенный тангенсомъ 1:8 ? = =^ » 
а уравнеше касательной въ этомъ случа* принимаетъ видъ: 

а 

Знаки -1-: соотв4тствуютъ двумъ прямымъ, составляюпщмъ равные 
углы съ осью Ох, по ту и другую ея сторону. Для построен1я 
этихъ прямыхъ, найдемъ на нихъ точки, соотв'Ьтствуюпця абсдиссЬ 
X =: а, и соединимъ ихъ съ центромъ. Положивъ въ предыду- 
щемъ уравненхи X = а, получимъ Г = ± Ь; поэтому, если прове- 
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демъ чрезъ А перпендивудяръ къ оси Ох и отложимъ на неиъ 
А(х = АЛ = Ь, то найдемъ въ О ж Н точки искомыхъ прямыхъ, 
и, сл-Ьдовательно, самыя прямыя будутъ ОСг и ОН, Эти пряиыя 
называются ассимптотами. Для равносторонней гиперболы а = Ъ; 
поэтому 1^^ = ±1, т.-е. /. СгОА = 45°, а А О0Н= 90°; сл-Ьдо- 
ватедьно, ассшсптоты въ этомъ случае вза- 
иино-перпендивулярны. 

71. Уравнеше гиперболы получаетъ са- 
мый простой видъ, когда ассимптоты ея 
взяты за воординатныя оси. 

Пусть будутъ Ох и Оу' ассимптоты ги- 
перболы, х\ у' координаты точки, отнесен- 
ной къ этимъ осямъ, и 9 уголъ АОх или 
ЛОу\ 

]1режн1я координаты х, у, отнесенныя къ осямъ кривой Ох, 
Оу, выразятся въ новыхъ х\ у формулами: 

X =^ х' С08 о + у' С08 ср = {х 4~ у) С08 ср, 
у = — ж' 8Ш 9 + у' 8т 9 = (у' — ^') 81П ср 

<см. § 29 форм. 5). Такъ какъ 1^ 9 = - , то 




Фиг. не 



С08^ = 



поэтому 






Г ^'""? = 



Уа'+Ь'' 



1у'-х')ь 



Подставивъ эти величины а; и ^( въ уравнеше гиперболы 






получимъ 



х-у = 



а' + Ь' 



Зд-Ьсь о' + 6' есть ввадратъ эксцентрицитета, который иы озна- 
чали выше чрезъ с, а потону 
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Означивъ - для сокращешя чрезъ т, получимъ 

ДЛЯ уравнен1я гиперболы, отнесенной къ ассимптотамъ. 

Помноживъ об4 части этого уравнен1я на 81п (2ср), будемъ ивгЬть 

ху 81п (2ф) = т'81П (2ср); 

первая часть равенства выражаетъ площадь параллелограмма <^ЖРО^ 
составленнаго ассимптотами съ координатами какой-нибудь точке 
гиперболы {Ж\ вторая часть приводится къ следующему: 

. а» + Ь* . . а' + Ь' 2а Ь аЪ 

' . 2 8Ш ф . С08 ф = — . ==:г= . - _ _ -~г 1= -— , 

4 ^ ^ 4 уа' + Ъ' Уа' + Ь' 2' 

что составляетъ половину прямоугольника ОЛОВ, построеннаго 
на полуосяхъ а и Ъ; сл']Ьдовательно, площадь параллелограмма 
РМ^О постоянна, т.-е. не зависитъ отъ положен1я точки Ж на 
гипербол*. 

Уравнеше ху = т^ даетъ 

, ж» 

X — т ; 
У 

эта величина непрерывно уменьшается съ возрасташемъ у и ста- 
новится безконечно-малою при безконечно-большомъ у'; следова- 
тельно точка Ж", съ удален1емъ отъ центра, приближается къ ас- 

симптотЬ Оу'. Точно также по выражешю у' = — т- видно, что съ- 

возрастан1емъ х точка Ж перейдетъ другую сторону оси ОЛ и 
станетъ приближаться къ ассимптот* Ох\ Вторая вЬтвь гипер- 
болы на своемъ продолжен1и приближается также къ ассимптотамъ^ 
никогда ихъ не достигая. 

Вообще, если дв* лин1и при неопред'Ьленномъ продолженти 
сближаются такъ, что разстояше между ними становится безко- 
нечно-малымъ, то одна называется ассимптотою другой. 

72. Отъ перес'Ьчен1я гиперболы и ассимптотъ произвольною 
прямою Р^ получимъ равные отрезки ЖР и N^, а такяге на 
прямой ЖN\ пересЬкающей об* в^тви гиперболы, полу^им-ь 
ЖР = N'^', Это нетрудно доказать сл'Ьдующимъ образомъ. 
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Пусть будетъ ху = т* уравнете гиперболы, отнесенное къ ас- 
симптотамъ, а . 

у=рх + а 

уравненхе пересЬкающей Р^. Координаты х к у, удовлетворяющ1я 
обоимъ уравнен1ямъ, принадлежать точкамъ перес*чен1й, Ж и ^, 
а потому, по исключен1и у, получимъ уравнете 

рх^ + 2^ = ^*» 
котораго корни суть абсциссы этихъ точекъ: ОЛ и ОВ; поэтому 

0Л+ 0В = — ^; 



- . -- ^, 




V . 


.^ п 


съ другой стороны, положивъ у = въ 




\У' 


/ ^^ 


уравнети у=^рx^^-^, найдемъ 




щ^Н 


?а\ 


Р 


гшд . 


ш1 


сл4довательно, 


// 


уЪ' ^ 


^^^^ 


0А-\- 0В= 01"; 
и 


/ 


Фиг. 


117 


ОВ=ОР—АО = АР. 









А такъ какъ ОВ и АР пропорщональны отр-Ьзкамъ 0^ и ЖР, 
ло параллельности ординатъ Ъ1А и ^В съ Оу, то О^ = ЖР. 
Если положимъ, что у = ^л: + 5 есть уравнен1е пересекающей 
МN\ то корни уравнешя 

'ро^ -{- ^x =^ ш^ 

будутъ абсциссы точекъ М и N\ а именно: ОА я — ОС; поэтому 

ОА~ОС= — ^. 
Р 

Но, положивъ у = о въ уравнети у ^=рх -{- ^у найдемъ 

следовательно, 

ОЛ—ОС= 0Р'\ 
откуда выходитъ 

ОС^ОА— ОР' = АР'. 
А такъ какъ 0(7 и АР' пропорд1ональны отр^зкамъ N'^' и ЖР', то 

N^' = МР\ 



^ = — ?- = ОР'; 
Р 
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Итакъ, во йсякомъ случае отргьзки перес^ькакпцещ заплпучающгеся 
меоюду гиперболою и ассимптотамщ равны между собою. 

Когда пересекающая Р^ обратится въ касательную 2)Д тогда 
точки М л N совпадутъ съ точкою прикосновешя Д которая 
будешь срединою части касательной, заключаюгцеися между ассимп- 
тотами. 

Основываясь на этомъ свойств*, легко провести касательную 
къ гипербол*, когда даны ассимтоты и точка прикосновешя К 
Для этого проведемъ ЕО параллельную одной изъ ассимтотъ, отло- 
жимъ ЛСг =00 и соединимъ прямою точки В л Е; эта прямая 
будетъ касательная. 

Свойство отр*зковъ пересекающей можетъ послужить для чер- 
чен1я кривой по точкамъ, когда даны ассимптоты и одна точка 
гиперболы. 

Пусть Ох и Оу будутъ ассимптоты и М точка гиперболы. Про- 
ведемъ произвольную прямую чрезъ М и зам4тимъ точки Р я ^, 
въ которыхъ она пересЬкаетъ ассимптоты; потомъ отложимъ ^N =^ 
= МР; отъ этого получимъ точку 2У, принадлежащую гипербол*. 
Также найдемъ друпя точки и составимъ по нимъ очертан1е гиперболы. 

73. Касательныя ВР и В'Р', проведенныя въ кондахъ дааметра 
ЕЕ\ шпраллельны д1аметру ОХ, сопряженному съ ЕЕ\ какъ это 
было доказано въ § 66. А части этихъ касательныхъ, заключающхяся 
между ассимптотами Ох и Оу, равны длин* Д1аметра, сопряжен- 
паго съ ЕЕ', что можно доказать сл*дующимъ образомъ. Пусть 
0Е= а, ^ ЬОЕ=^ е, и означимъ чрезъ Ъ' половину дхаметра, со- 
пряженнаго съ ЕЕ'; по доказанному въ § 56 им*емъ 

аЪ' 8т Ь = аЬ; 

но площадь аЪ, построенная на полуосяхъ, вдвое больше параллело- 
грамма 0ОЕ1, составленнаго ассимптотами и координатами точки Е 
(§ 71); сл*довательно, 

а'Ъ' втЬ = 20аЕ1. 

Такъ какъ Е есть средина ВЕ, то Сг есть средина ОД а потому 
площадь ОВЕ = площади ООЕ = площади 0^Е, отъ этого 

ОаЕ1= ОВЕ = У2 ОЕ. ВЕ,8т ОЕВ = V^ а'.ВЕ, 8Ш Ь; 

сл*довательно, 

аЬ' 8Ш 6 = а ВЕ . 81п 6; 

изъ чего выходитъ ВЕ = Ь' и ВЕ = 26'. 
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Зд'Ьсь ВРВ'Р' есть параллелограммъ, построенный на сопря- 
женныхъ дхаметрахъ. Дгагонали его им^ютъ постоянныя напра- 
влешя ассимптотъ. 

Задачи: 

1) По даниымъ (гссимптотамъ Ох, Оу и пкНкгь М на гиперболгь 
опредгьлить направлете и величины осей. 

Прямая ОЛ, разделяющая пополамъ уголъ у Ох, въ которомъ 
находится точка Ж, есть направление главной оси, а ВО, перпен- 
дикулярная къ ней, направлете второй оси. 

Проведя координаты МО и ЖО данной точки, будемъ им^ть 
по уравненш гиперболы: ОВ.ОС^=^ш*у а потому найдемъ т, 
построивъ среднюю пропорц1ональную между ОС и ОВ, которая 
пусть будетъ 00, Эта длина равна половин'Ь эксцентрицитета; 
следовательно, длина ОН ^=^200 равна ц-Ьлому эксцентрицитету. 





Фиг. 118 

Проведя НЬ, перпендикулярную къ О А, получимъ полуоси: 0Ь=^ а 

2) По даннымъ сопряженнымъ дгаметрамъ гиперболы АВ и ВС 
найти ассимптошы и оси, 

Проведемъ чрезъ В прямую, параллельную Д1аметру СВ и отло- 
жимъ В!" и ВЕ равный полуд1аметру ОС; потомъ проведемъ пря- 
мыя ОР и ОЕ, который и будутъ ассимптоты гиперболы. Зная 
ассимптоты и точку В на гипербол*, найдемъ оси по способу, изло- 
женному въ решен1и предыдущей задачи. 

— * Г. Уравнен1я лин1й 2-го порядка въ кратчайшихъ и трилинейныхъ 

координатахъ. 
74-. Пусть 

Ах* -^-Вху-]- Су' + Вх'^Еу + Е^О (1) 

представляетъ уравнен1е лин1и 2-го порядка въ обыкновенныхъ 
или декартовыхъ координатахъ ж и у, а 

Ь=^ ах -{-Ъу -\- с, 6' = ах -{- Ъ'у + с (2) 
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кратчайшя координаты точки {х, у) относительно двухъ пересе- 
кающихся осей 6 = и 8' = О (см. § 27). Чтобы ввести въ урав- 
неше (1) вместо х ж у координаты 8 и 8', р']^шимъ уравнеше 
(2) относительно о; и .V и подставимъ полученный выражен1я въ 
уравнен1е (1). Изъ уравнев1я (2) выводимъ 

_ У{Ь — с) — ЫЬ' — с) ^ а{Ь' — с) — а'(Ь — с) 

^ ~ аЪ' — Ъа' ' У — " аЬ' — Ьа 

Подставивъ эти выражен1я вместо л; и ^ въ уравнеше (1), полу- 
чимъ уравнеше вида 

А {о — сУ + ]В' {о — с)(Ь' — с)+ С (Ь' — сУ + 

+ В'(Ь-с) + Е'(о'-с) + Г=0, (3) 

гд4 

_ ЛЪ'' — ВаЪ'±Са^ ^ ^ — 2АЬЪ' + В{аЬ + Ъа)— 2Саа 
^ ~ ' ЦаЪ' — ЪаУ ' (аЬ' — ЫУ 

_ АЪ[ — ВаЪ±Са^ . ^ М' — Еа' ^ Еа — Р Ъ 

^ — (аЪ' — ЪаУ ' аЪ' — Ъа ' ~ аЪ' — Ъа" 

Такъ какъ, по предположешю, прямыя 6 = о и 8' = О . пересе- 
каются, то аЬ' — Ъа не равно нулю, а потому коэффициенты урав- 
нешя (3) не могутъ быть безконечными или неопределенными. 
Изъ на&денныхъ выражешй для .^ихъ коэффиц1ентовъ выводимъ 
уравнен1е 

№'• — 4 А С) (аЬ' — ЬаУ = В' — 4. АС, 

показывающее, что выражешя Б* — ^АС и В'^ — ^А'С могутъ 
только вместе обратиться въ нуль, а если не равны нулю, то 
представляютъ величины, имеющ1я одинаковые знаки; следова- 
тельно, если уравнеше (3) принадлежитъ эллипсу, то В'* — 4: А С < О; 
въ случае гиперболы В'* — А: А' С > О, а въ случае параболы 
В"' — ^АС' = 0. 

Въ формулахъ (2) величины с же с^иъ кратчайшая координаты 
точки (ж = О, у = 0) т. е. начала координатъ; следовательно, 
8 — с=^1 и 8' — с' =71 суть кратчайш1я координаты точки (х, у) 
относительно двухъ осей 5 = 0, тг] = 0, параллельныхъ осямъ 
§ = и 8'=0и проходящихъ чрезъ начало координатъ: х, у. Урав- 
нен1е (3) въ новыхъ кратчайшихъ координатахъ приметь видъ 

А^' + Б'571 + су + В'1 + ^?'п+ Г= 0. 
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Если въ уравненш (1) ны заи^нииъ координатн х я у отно- 

ОС ОС 

тетями - , * , то получимъ однородное уравнен1е 



Ах^ + Вх^х^ + Сх^ + Иос^х^ -|- Ех^х^ + 1хг = 0. 



(4) 



Три величины х^, х^, х^ суть однородный координаты (см. § 27) 
точекъ ДИН1И 2-го порядка, а однородное уравнеше (4) есть урав- 
неше этой лннш. 

Уравнеше лин1и 2-го порядка въ трилинейныхъ координатахъ 
также будетъ однородное 2-й степени. Пусть 

^ = аХ'{-ЪуЦ-с, Ь'=^ах-^Ь'у + с, 8" = а''л; + 6"з/ + с?" (5) 

нредставляютъ трилинейныя координаты точки (х, у) (см. § 27), 
"Т. е. разстоян1Я этой точки отъ трехъ прямыхъ: 8 = 0, ^/ =.0, 
^" = 0. Изъ уравнешя (5) выводимъ: 



х:у:1 



лли 



ЬЪе 




аЬс 




а 6 . 


Ь'Ъ'с 




а'^'с 


* 


а'Ъ'Ь' 


Ь'Ъ'с" 




аГс" 




аГЪ'Ь" 



(см. приб. 1) 



х,:х^\х,:= (а8 + а'8' + а"8'') : (р6 + Р'З' + ^"^1 : (т» + т'З' + /8') 

гд* 01, а', а* суть коэффипденты при а, а', а" въ определители 

аЪ с 
аЬ'с 
а о с 

3, ;3', |3" коэффиц1енты при Ь, Ь', Ь^ а у, 7', т" коэффицхенты при 
<?, с', с". Помощью этихъ пропорщй уравнен1е (4) преобразуется въ 
уравнеше вида 

А,Ь' + А^Ь" + Л8" + Д8'о" + Д88" + Д88' = 0. 

Вообще, какъ мы заметили уже на стр. 81, всякое уравнен1е 
нежду координатами Декарта х ж у преобразовывается въ одно- 
родное относительно координатъ я?„ а:,, х^ и также въ однородное 
относительно трилинейныхъ координатъ 8, 8', 8". 

Екзли уравнен1я трехъ прямыхъ 8 = 0, 8' = О, 8" = О даны 
оодъ видомъ: 

Ах^ + ^й^, 4- Сх^ = О, А'х, -+- В'х^ + С'х^ = О, 
А-х, + В"х, + СЧ = О, 
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то, означая чрезъ а, а', а первыя части этихъ трехъ уравнение 
можно, вм-Ьсто 8, 8', 8", разсматривать а, а', а какъ трилинейныя 
координаты точки (ж^, а:,, ж,). Опред^ливъ, какъ показано въ § 26^ 
параметры Р, Р', Р" трехъ функщй а, а', а", будемъ им*ть 

8 = -^-, 8'= "^^ -' °^" 



Рж, ' Р'х, ' Р^а?» 

и уравнеше / (8, 8', 8") = О преобразуется въ уравнеше вида 

9 (а, а', а) — О, 

которое будетъ однородно относительно а, а', а", 

75. Уравнеше касательной къ кривой 2^(0;, у) = О, какъ мьк 
вид'кди § 61, им^етъ обпцй видъ х 

Введемъ въ него однородныя координаты д?!, а:,, х^, Положимъ, что 
уравненхе Р(а;, у) = О преобразовывается въ 

гд* 

\х^ х^/ 
причемъ п есть степень уравнен1я Р{х,у)=^0. Отсюда выводимъ. 

дх^ ' (?д; б^д^а * ^ ' 

поэтому уравнеше касательной (1) можетъ быть приведено къ виду 

ПО свойству же однородныхъ функцхй им4емъ 



следовательно, 



дх, ^^ ' (^^з ^* ^л;8 ^* 
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отчего уравнеше (2) беретъ видъ 



или окончательно 

гд* $„ $2» ^8 суть величины, пропорщональныя X, Г, 1, которыя 
можно разсматривать какъ однородныя ЕОординаты какой-нибудь 
точки на касательной. 

Иоложимъ еще, что ^(«^ «'» а") = есть уравнеше кривой въ 
трилинейныхъ координатахъ а, а а". Разсматривая а, а', а" какъ 
функц1и отъ д?!, д?а, Ж,, МОЖНО написать уравнен1е касательной подъ 
видоиъ 



^^'+^^^'+^..^— ^' (*) 



гд4 



дх^ "^ ^« <?л:. "•" да дх, "*" ^о" дг, да '^ да' ^ да" 
^? _ ^? п . ^? ТУ I <^? р» 



^'^ _ ^? /^ 1 ^? р' _1_ ^? /7" 



Положивъ 



^'е. + 5'|, + С% = ,3' 

х$, + -вг + сг = ?", 

вм']Ьсто уравнен1я (4) получимъ 

Зд'Ьсь можно разсматривать [5, р', р" какъ трилинейныя координаты 
какой-нибудь точки на касательной относительно системы осей: 
а = О, а' =0, а" =^ 0. Изъ уравненш (4) и (5) видно, что для 
иолуч:ев1я уравнен1я касательной надобно взять дифференц1алъ урав- 

I. Сомовъ.— Геометрия. 14 
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нешя кривой и дифференщалы координатъ зам'Ьнить координа- 
тами какой-нибудь точки на касательной. Для лиши 2-го порядка 

уравнеше (5) приведется къ следующему: 

(2а,а + ЪУ + Ьза')р + {2а,а + ЪУ + Ь,о^)?' + 

+ (2аУ + М'+М?" = 
или 

что можно написать такъ: 

Если положимъ, что р, ;3', ^" суть постоянный количества, а «, а', а" 
перем'Ьнныя, то это уравнен1е будетъ принадлежать полярЬ, у ко- 
торой полюсъ есть точка (|5, |3', р"). 

76. Мы разсмотримъ н-Ькоторые частные виды уравнешя лин1и 
2-го порядка, представляюпце зам'Ьчательныя свойства этихъ лин1й. 
Пусть 

о = ах -{- Ьу -\- с, о' = ах + Ь'у + с 

О ц=:2ах-\г-Ъу-\-€у о =аа;-|-Ьг/ + с 

нредставляютъ разстоян1я точки (х, у) отъ четырехъ прямыхъ 

3 = 0, гГ = 0, о' = 0, Г = 
и 

00 = ло о (1) 

уравнен1е, связывающее эти разстоян1я, гд* к постоянное коли- 
чество. Это уравнен1е относительно х 1[ у будетъ 2-й степени, 
а потому принадлежитъ некоторой лиши 2-го порядка, которая 
проходитъ чрезъ точки пересЬченхя прямыхъ о = О и о' = О съ 
прямыми о" = и о'" = 0, такъ какъ уравнеи1е (1) удовлетворено 
величинами х и «/» обращающими въ нуль о и о", или о и 5'", или 
й' и о", или «5' и 3'". Следовательно, прямыя 

о = О, г' = О, о" = О, 3'" = О 
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образуютъ четыреугольникъ, вписанный въ лин1Ю второго по- 
рядка (1). 

, Легко удостовериться, что уравнен1е всякой лиши второго, 
порядка можетъ быть представлено подъ видомъ (1). Возьмемъ на 
данной ЛИН1И второго порядка пять точекъ: Л, Д С, В, Е ж озна- 
чимъ чрезъ о, гУ, §" и 6"' разстоян1я какой-нибудь шестой точки М 
отъ прямыхъ: 

АБ, СД ЛВ и ВС, 

а чрезъ $1, о',, 6"1, о"\ величины этихъ разстояшй для точки Е. 
Если положимъ въ уравнен1и (1), что 

^ 1^ 1 

то получимъ уравнен1е 

'^'^ — .„ >;/, ^^ О , (2) 

которому удовлетворяютъ координаты пяти точекъ: А, Д С, В, Е. 
А такъ какъ чрезъ эти пять точекъ, кром4 данной; нельзя про- 
вести никакой другой лин1и второго порядка (§ 31), то всякая 
точка Ж, координаты которой удовлетворяютъ уравнен1ю (2), при- 
надлежитъ данной лин1и 2-го порядка; следовательно, (2) есть урав- 
неще этой лин1и. Такимъ обра:зомъ мы им-Ьемъ легк1й способъ 
составить уравнен1е лин1и 2-го порядка, проходящей чрезъ пять 
данныхъ точекъ. 

Уравнен1е (1), которое можетъ быть написано такъ: 

''' -к 

о о 

выражаетъ следующее замечательное свойство точекъ лиши 2-го 
порядка: если въ лингю 2-го порядка вписанъ четыреугольникъ, то 
произведенье изъ разстояшй какой-нибудь тачки, взятой на кривой 
отъ двухъ противопомжиьгхь спюронь чет^ыреугольника, и произве- 
денге ея разстояшй отъ двухъ прочихъ сторонъ четыреушльника 
имгьютъ постоянное отношенге. Это предложенхе принадлежитъ 
одному изъ древнихъ геометровъ 11апу. 

Ели положимъ, что прямыя ^' = и о'" == О совпадаютъ, то 
прямыя 8 = и о' = О сделаются касательными къ лин1И 2-го 
лорядка, а о" = О пройдетъ чрезъ точки касан1я; въ такомъ слу- 
чае уравнен1е (О) обратится въ следуюи1.ее: 

го' = '-кЬ"\ (3) 

и* 
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Это есть уравнен1е лин1И 2-го порядка въ трилицейныхъ коорди- 
натахъ, въ самомъ простомъ вид*; оно выражаетъ следующее 
свойство: если къ лиши 2'Ю порядка проведены двп> касательный , и 
точки касангя соединены хордою, то произведенге разстоятй какой- 
нибудь точки кривой отъ касательныхь и квадратъ ея разстоянгя 
отъ хорды имуьютъ- постоянное отноигенг^^ 

77. Положимъ, что въ уравнеши (2), принадлежащемъ линш 

второго порядка, проходящей чрезъ пять точекъ Л, Д С, Л, Д 

разстоян1я 8, 6', 8", о'", принадлежатъ 6-й 

и в точк* ^Е'. Уравненае (2) можно написать подъ 

^,(7 видомъ пропорц1и ^ 

О ^ 01 о ^ о , 

6 6 I о 1 

показывающей, что ангармоническое отно- 
шен1е пучка прямыхъ ВЛ, В1\ БЕ, ВС 
равно ангармоническому отношению пучка прямыхъ ВА, ВЪ\ ВЕ. 
ВС (см. стр. 86, III); следовательно, два пучка, у которыхъ по- 
люсы находятся на лиши 2'Ю порядка, а лучи пересп>каются вь 
четырехъ другихъ точкахъ этой линги, имгьютъ равныя ангармо- 
ническгя отношенгя. 

Пучки, им'Ьющ1е равныя ангармоническ1я отношетя, называются 
гомографическими. Легко доказать, что полюсы двухъ какиосъ-нибудъ 
гомографическихъ пучковъ и точки пересгьченгя соотеп>тственныхъ 
лучей мжатъ на одной линги 2-го порядка. 

Если {ВА, ВЕ, ВЕ, ВС) и {ВА, ВЕ, ВЕ, ВС) представляютъ 
два какихъ-нибудь гомографическихъ пучка, то, означивъ чрезъ о и о" 
разстоян1я точки Е отъ лучей ВА и ВС, а чрезъ §1 и 8"1 разсто- 

яшя точки Е отъ т-Ьхъ же прямыхъ, бтдемъ им-бть т- : ,,1 для 

о о 1 

ангармоническаго отношешя перваго пучка; также, означивъ чрезъ 
8'" и 8' разстоян1я точки Е отъ прямыхъ В А л ВС, а чрезъ о'\ и 
8'1 разстояшя точки Е отъ этихъ же прямыхъ, будемъ им4ть 

-гг : ^ цля ангармоническаго отношения 2-го пучка. 11о услов1ю 

о о 1 

же, что пучки суть гомографичесше, им^емъ 

^_ . 81 __ о" . о'\ 

о о I о 1 
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что приводится къ уравнен1ю (2) 



показывающему, что точка Р находится на лин1и 2-го порядка, 
проведенной чрезъ пять точекъ А, Д (7, В, Ж 

Отсюда вытекаетъ теорема, называемая гексаграммомъ Паскаля, 
которая была уже доказана въ § 35. Положимъ, что въ шести- 
угольник* АВСВЕУ протипоположныя стороны пересЬкаются на 
одной прямой I/, т.-е. что на этой прямой находится точка Р, пере- 
с'Ьчен1е АВ, съ ЕВ, точка Р', пересЬчеше ВС съ ЕЕ, и точка 
Р", пересЬченхе ВС съ АЕ. Проведя прямыя ВЕ, ВВ, ЕВ, ЕС 
и зам'Ьтивъ 6^, пересЬчёте ВС съ ЕВ, и К, пересЬченхе ВС съ 
ЕЕ, находимъ, что ангармоническое отношен1е щчцв. В{АСВЕ)'^) 
равно ангармоническому отношен1ю {РСВЕ) отр'Ьзковъ пересЬкаю- 
щей ЕЕ (см. стр. 00, III), которое, очевидно, равно ангармони- 
ческому отношенш пучка Р' {ВОВЕ); но посл4дн1Й даетъ на пере- 
<;'Ькающей Р"(7 ангармоническое отношен1е (Р"СВК), которое равно 
ангармоническому отношешю пучка Е{АСВЕ); следовательно, 
пучки В{АСВЕ) и Е(АСВЕ) сутъ гомографичесше, а поэтому 
точки пересЬчешя ихъ соотв^тствен- 
ныхъ лучей А, С, В, Е съ полюсами 
В Е Е находятся на одной лиши 2-го 
порядка. Итакъ, около всякаго шести- 
угольника, у котораго протипополож- 
ныя стороны пересЬкаются на одной 
лрямой, можно описать линш 2-го по- 
рядка. Легко доказать и обратное пред- 
ложе н1е: противоположныя стороны вся- 

ьаю шестиуюльника, вписантпо въ линт З-го порядка, переешь- 
каются па одной прямого лиши. Положимъ, что АВСВЕЕ есть 
л1естиугольникъ, вписанный въ лин1Ю 2-го порядка, а Р, Р', 
Р" суть иересЬчен1я противоположныхъ сторонъ; тогда прямая, про- 
веденная чрезъ Р и Р', должна пройти чрезъ Р". Допустивъ про- 
тивное, положимъ, что прямая ЕР перес4каетъ ВС въ точкЬ В'", 
а прямая В"'Е встрЬчаетъ прямую АВ въ точк* А'. По доказан- 
ному сейчасъ предложен1ю, точка А' должна находиться на лиши 

*) Зд-Ьсь для удобства мы употребляемъ обозначен1е пучка, при- 
нятое Сальмополь: Р {аЪг(1\ гд'Ь Р иолюсъ, а, Ъ, г, ^ точки на лучахъ. 
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2-го порядка, проходящей чрезъ точки Б, С, В, ^?, 1\ но это 
невозможно, потому что тогда прямая АВ им-Ьда бы съ этою ли- 
шею три об1Ц1я точки А, А' и В, 

Мы показали въ § 35 способъ черчен1я лин1и 2-го порядка 
помощью 5-ти дапныхъ точекъ, который основанъ на следующей 
теореме, найденной Маклореномъ: если стороны перемпннаю тре- 
угольника вращаюпкя въ трехъ неподвижныхъ точкахъ и двгь вер- 
шины двигаются по двумъ неподвиоюнымъ прлмымъ, то третьи 
вершина описываетъ лингю 2-10 порядка. Эта теорема вытекаетъ 
непосредственно изъ доказаннаго выше свойства гомографическихъ 
пучковъ. Пусть АВС треугольникъ, стороны котораго :4С,\В(7, АВ 
вращаются въ неподвижныхъ точкахъ Р, Р', Р", а дв* вершины 
А V^ В двигаются по неподвижнымъ прямымъ ВЕ и РО. Разсмо- 
тримъ треугольникъ въчетырехъ положен1яхъ: АВС, А'В'С\ 
А" В" С и А" В'" С", Неподвижная точка Р* есть полюсъ пучка, пере- 
сЬченнаго прямою ВЕ въ точкахъ А, А, А'\ А'\ а прямую ЕСг 
въ точкахъ Д В', В'\ В'"; следовательно, ангармоничесшя отноше- 
Н1я {АА'А"В") и {ВВ'В"В'") равны между собою (см. стр. 86); но 
первое отношетепринадлежитъ пучку Р(АА'А"А'") или Т{СС'С'* С"), 
а второе пучку Р'(Р5'Б"Б"') или Г{СС'С'С'")\ следовательно, 
пучки: Г(СС'С"С'") и В' {СС'С"С'") суть гомографичесюе, а по- 
этому точки: С, С\ С\ С"\ Р и Р' находятся на одной лити 
2-го порядка; следовательно, точка С чертить лин1ю 2-го порядка, 
проходящую чрезъ пять точекъ: С С" С"', Р и Р'. 

78. Всяшй шестиугольникъ, описанный около линаи 2-го по- 
рядка, им^етъ следующее замечательное свойство, открытое Брг- 
аншономъ: дгаюнали, соединяющгя противоположныя вершины, пере- 
спекаются въ одной тючкп>. Пусть АВСВЕЕ будетъ шестиуголь- 
никъ, описанный около лиши 2-го порядка я А\ В\ С\В,' Е\ Е' 
точки касан1я его сторонъ въ этой лин1и. Соединивъ эти точки 
хордами, получимъ шестиугольникъ, вписанный въ данную лин1Ю 
2-го порядка, у котораго противоположныя стороны встречаются 
въ точкахъ 1\ Р', Р", лежащихъ на одной прямой. Точка А есть 
полюсъ прямой А'Е\ а В полюсъ прямой С В'; следовательно, 
Р, пересечен1е А'Е' съ С'В\ есть полюсъ прямой АВ\ также 
найдемъ, что Р' есть полюсъ прямой СЕ и Р" полюсъ прямой ^5^?. 
Такъ какъ полюсы трехъ прямыхъ АВ, СЕ и ВЕ находятся па 
одной прямой, то эти прямыя пересекаются въ одной точке, что 
требовалось доказать. 
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79. Если уравнен1я прямыхъ о = О, о' = О, 6" = О, 8'" = О 
даны въ декартопыхъ координатахъ подъ видомъ: 

Лх + Ву + С = О, Лх + В'у + С' = О, А"х + В'у + 0" =0, 
Ах'" + В'^у + С" = О, 

то, означивъ чрезъ а, а', ос", о!" первыя части этихъ уравненШ, а 
чрезъ Р, Р', Р", Р*^ ихъ параметры, будемъ им^ть: 



^ — р» ^ — р"» .'^ — Р"» "^ — р 



/// ? 



поэтому уравнеше (1) можетъ быть преобразовано въ сл-Ьдующее: 
ач' = т «"а*^, гд* т = й р^р^ » 

а уравнен1е (3) приметь видъ 

РВ' 

аа = та"*, гд* т = к -р„2 • 

Въ посл4днемъ уравнен1и можно разсматривать величины а, а', а" 
какъ новыя трилинейныя координаты. Ничто не м'Ьшаетъ въ каж- 
дую изъ величинъ а, а а", а" ввести произвольный постоянный 
множитель и выбрать его такъ, чтобы въ уравнен1яхъ 

аа = та а и а = та 

постоянное ш равнялось единиц*. 

Наприм^ръ, положивъ, что §1, й/, о/, 6/" суть 1)азстоятя какой- 
нибудь определенной точки лиши 2-го порядка отъ прямыхъ 8 = 0, 
о' = О, о" = О, 6'" = О, мы можемъ для всякой другой точки взять 

^ ' — _?^ " ? "' ^^ . 

01 С»! 0^ 01 

тогда уравнеп1я (2) и (3) примутъ видъ 



Эти уравнеп1я весьма удобны для р-Ьшешя многихъ вопросовъ, 
относящихся къ лишямъ 2-го, порядка. 

80. Разсмотримъ нЪкоторыя приложеп1я уравиен1я 

оса' г^ ос"^ (1) 
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принадлежащаго лив1и 2-го порядка, касательной къ прямымъ 
а= О, а' = О въ точкахъ пересЬчешя этихъ прямыхъ съ прямою 
а шго. Всякую точку на кривой (1) можно определить пересЬче- 
шемъ этой кривой съ прямою, проведенною чрезъ постоянную 
точку (а = О, ос" =:: 0). Уравнснхе такой прямой им-Ьотъ видъ 

а = ^^\ (2) 

гд4 ^А постоянное для вс^хъ точекъ прямой. Если дано [1, то пе- 
рес4чеше этой прямой съ кривою (1) будетъ известно; поэтому 
можно разсматривать ^л какъ особеннаго рода координату точки на 
кривой. Точку кривой (1), которой принадлежитъ данная вели- 
чина [А, согласимся называть точкою ([л). Исключивъ а изъ уравне- 
ния (1) и (2), получимъ уравнен1е 

принадлежащее прямой, соединяющей точку ([х) съ точкою перееЬ- 
чешя прямыхъ: а' = О и а" = 0. А исключивъ а" изъ уравнен1я 
(1) и (2), получимъ уравнеше 

[ха = а, 

принадлежащее прямой, соединяющей точку («х) съ точкою перес*- 
чен1я прямыхъ: а = О и а' = 0. Следовательно, точка ({х) можетъ 
быть определена пересечешемъ кривой (1) съ одною изъ прямыхъ: 

а = ^^^а , рьа = а , р.'а = а. (о) 

Последнее уравнен1е не изменяется отъ перемены р. на — [х; по- 
этому прямая [х'а' = а пересекаетъ кривую (1) въ двухъ точкахъ: 
(^х) и (— ^х). 

Два изъ уравнен1й (3) могутъ заменить уравнен1е (1), которое 
выводится изъ нихъ чрезъ исключеше |х. Для памяти удобнЬе 
заменить уравнен1я (3) пропорщями: 

а : а* : а' =: ^х* : [X : 1. (4) 

Уравнен1е какой-нибудь прямой можетъ быть представлено подъ 
видомъ 

аа 4" Ьос' -|- Ы' = 0. (5) 

Если (р.) есть точка пересечен1я этой прямой съ кривою (1), то 
вследств1е пропорщй (4), мы должны иметь 

ар." + й + С{х = 0. 
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Р'Ьшивъ это уравнен1е относительно {л, получимъ два корня: [1 и \».\ 
Когда эти корни вещественные и неравные, тогда прямая (5) пе- 
рес^каетъ кривую (1) въ двухъ точкахъ: ([») и ([л'); въ случаЬ рав- 
ныхъ корней прямая (5) касается кривой (1), въ случае мни- 
мыхъ корней прямая (5) не им^етъ общихъ точекъ съ кривою (1); но 
тогда обыкновенно говорятъ, что прямая (5) пересЬкаетъ кри- 
вую (1) въ двухъ мнимыхъ точкахъ ([л) и (р.'). Цо свойству корней 
уравнеюя 2-й степени им'Ьемъ: 

Исключивъ помоп1;ью этихъ услов1й коэффищенты а, Ь, с изъ ура- 
внения (5), получимъ уравнеше 

а + {1.р.'а' — (р- + Ю ^" = ^» (^) 

принадлежащее прямой, проходящей чрезъ дв* точки: ([л) и (р.), 
Бзятыя на кривой аа = а"'. 

Въ случа* [А = Р-' уравнен1е (6) приведется къ следующему: 

а + [А*а' — 2|1.а'' = 0. 

Это есть уравнеше касательной къ лин1и сна =-- а" въ данной 
точк* ({а). 

Пусть |5, р', р" будутъ значещя координатъ а, а\ а для какой- 
нибудь определенной точки Р. Подставивъ ихъ въ предыдущее 
уравнен1е, получимъ уравнен1е 

р + ^'[^' - 2^^" = о (7) 

для опред'Ьлен1я точекъ касанхя кривой аа' =^ а"* съ прямою, про- 
веденною чрезъ точку Р. Два корня этого уравнен1я определяють 
дв* точки касашя (|х) и ([х'). Прямая, ихъ соединяющая, 

ос + 1Х{х'а' — ([1 + Р-') «" = о, 
будетъ поляра точки Р. Такъ какъ по уравненш (7) \1[к' = |, , 

|х -}- [А = -^ , то уравнен1е поляры можетъ быть приведено къ 

виду 

[З'а + ра' — 2р" а" = 0. (8) 

Если р = О, ?' = О, то полюсъ находится въ точк* (а = 0, ос' = О) 
и уравнеше поляры приводится къ а" = 0. 
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Уравнен1е (8) можетъ быть получено по общему правилу, по- 
казанному въ § 75. Оно представляетъ также касательную въ 
точк-Ь (а, а', а"), если въ немъ разсматривать р, ^\ ^" какъ пере- 

М']^ННЫЯ . 

Мы вид']^ли выше, что можно положить 

о , Ь „ о 



6 



гд4 8, 8', 8" суть разстоян1Я какой-нибудь точки отъ трехъ пря- 
мыхъ а = О, а = О, а =0, а 8^, 8^, Ь\ эти разстояшя для 
какой-либо определенной точки, взятой на лин1и 2-го порядка 
а^а = а"*. Въ такомъ случае пропорц1и (4) получаютъ видъ 

-« > " -ч / 

Для точки (81, 8/, З/') очевидно им'Ьемъ |а=1; следовательно, 
эту точку м()11:но означить чрезъ (1). Для какой-нибудь другой 
точки ([х) им'Ьемъ 

01 О §1 

6 ^1 О ^1 

Т.- е. р. есть ангармоническое отношенхе пучка четырехъ прямыхъ: 
а =: О, а" = О, а = а" и а = р-а", и также ангармоническое отно- 
шен1е пучка четырехъ прямыхъ: 

а = О, а = О, а = а и а = |ха . 

Следовательно, эти два пучка суть гомографичесше. 

Прямая а = а', проходящая чрезъ точку (1), пересЬкаетъ кри- 
вую аа =■ а"* еще въ точк4 ( — 1); для этой точки им^емъ 

л. ^1__1 и " •^'---1- 
О 6^ о 0^ 

а потому разсматриваемые гомографическ1е пучки въ этомъ случа'Ь 
будутъ иметь гармоническое отношенхе (см. стр. 89); следовательно, 
точки (1) и ( — 1) суть сопряженный гармоничесюя относительно 
точки (а = 0, а' = 0) и точки пересечен1я прямой а =. а съ 

Изъ величинъ: [А1, р,, [Аз, [х^, определяющихъ четыре точки ва 
кривой аа' = а"*, легко составить ангармоническое отношеше пучка 
прямыхъ, соединяющихъ эти точки съ пятою ([а). 
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Уравнен1е прямой, соединяющей точки (р^) и (\к), какъ ны ви- 
дели выше, есть 

а + \^\Н^' — (Н" + \^1)^" = О 
или 

(х — 11а=1^ (ос" — [1л'). 

Если озцачимъ чрезъ й и й' разстоянтя точки ([1.1) отъ прямыхъ 
а — [ха" = и а" — [ла' = О, а чрезъ р И р параметры двухъ 
функц1Й: 

а — ^а'' = {Л — 11Л'') X + (Б— аБ") у + С — ^^С 

а" — ^а' = {А" — ]1А') а? + (Б" — [хБ') у + С — к^С, 

то уравнен1е прямой (1x11^) можетъ быть написано подъ видомъ 

р 

также получинъ уравнешя 

р р . р 

Ангармоническое отношение этихъ четырехъ прямыхъ или пучка 
«X ([1.,!Л8!1,1хЛ составится по формул* (11) ст. 89, а именно: 



^■^ 


_,.. 


/■^- 


-^ 


-^- 


--^ 


\^- 


< 


л = 


• 

_ \^ — \н , 


1*1 — !*4 






Н-» — Рт»" 


И2 — 1*4 





ЧТО приводится къ 

.. _.. ^^^ 

Эта величина называется ангармоническимъ отношешемъ четырехъ 
точекъ ([Ах) (|х,) (;хз) (^х^) И очевидно не зависитъ отъ положен1я 
точки (^х), что было ужо доказано выше. 

ирямыя, соединяюпця точки ([х»), ([Хз), (^х,), (^x^ съ точкою (а = О, 
а' = о), пересЬкаютъ кривую аа = а "" еп1,е въ точкахъ: ( — {х^, 
( — [А,), ( — [Хд), ( — р.^), для которыхъ ангармоническое отноше- 
Н1е (1) им'Ьетъ ту же самую величину А, потому что выражеше (1) не 
переменится отъ перемены знаковъ при |Х1, [х„ [х,, р.^- 

Легко доказать, что это же самое ангармоническое отношен1е 
принадлежитъ четыремъ точкамъ, въ которыхъ касательная, про- 
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веденная въ ([х), пересЬкаетъ касательныя, проведенныя въ (1X1), 
^Н^)» (н-з)» (Р'4)- Уравнен1я касательныхъ въ точкахъ (\1) и («а^) суть: 

а + 1^*^' — 2[1-а" = 0, а + [А'1а' — 2\».^С1" = О 

Исключивъ отсюда а", получимъ уравненте 

принадлежащее прямой» проходящей чрезъ точку (а 1= О, а' = 0) и 
чрезъ точку пересЬченхя двухъ разсматриваемыхъ касательныхъ. 
Такъ же получимъ уравненхя 

а =^ \1\1^а, а = ^х{Аз а', а = ^.[^4 «'» 

принадлежащая црямымъ, соединяющимъ точку (а =^0, а' = 0) 
<уь точками, въ которыхъ касательная, проведенная въ (}л), пере- 
сЬкаетъ касательныя, проведенныя въ {\)^), (р-з), (|А4)- Эти четыре 
уравнен1я можно представить подъ видомъ 

1 0^ 1 О, 

а потому ангармоническое отношенхе пучка, составленнаго прямыми, 
которымъ они принадлежатъ [см. форм. (11) стр. 89], есть 



_|Хз , р-х — ^^;4 _ ^^ 

!АЗ ' Н-З — 1^4 



^1 

, 


^1 

— Р-Н-г -,- 

^1 


^^1 


^1 


^1 







Это отношенхе принадлежитъ четыр^емъ точкамъ, въ которыхъ 
пучекъ встр'Ьчаетъ касательную, проведенную въ ([х), или точкамъ 
перес4чешй касательной въ ([х) съ касательными въ ([х^, ([а,), (^Лз), 
и (\1^. Оно. какъ показываетъ выведенная формула, не зависитъ 
отъ (ух), и равно ангармоническому отношен1ю четырехъ точекъ 
(р-хХ (н^а)' (н^)? (н-*) Что требовалось доказать.* — 

— * 6. Обвертывающ1Я лин!и. Тангенц1альныя координаты. 

81, Если неизменяемая лишя -лИ^ касается линШ: аЬ, аЪ' аЪ"..., 
которыя представляютъ различныя положешя одной непрерывно- 
изм'Ьняющейся лиши аЬ, то АВ называется обверткою лин1и аЪ, 
-а аЬ — обвертываемою. Наприм'Ьръ, всякая кривая есть обвертка 
прямой, къ пей касательной. 
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Уравн^н1е обвертываемой линш должно содержать, кром* коор- 
динатъ, величины, называемый параметрами, которыя остаются 
постоянными, когда разсматриваются точки одной и той же лин1и аЬ^ 
и переменяются при переход* лиши аЪ въ другое положен1е аЬ\ 
Эти параметры/ должны удовлетворять н-Ькоторому условш для 
того, чтобы аЬ касалась лин1и АВ, Пусть 

. /•(ж»,:г,,л;з,Л, Д С,..) = (1). 

будетъ уравнение обвертываемой лин1и аЬ, а 

У{х,,х^,х^) = О (2> 

уравнеше обвертки АВ, гд'Ь х^, х^, х"^ суть однородныя, обыкно- 
венныя или трилинейныя координаты, а ^, Д С, . . . переменные 
параметры; притомъ функщя /" однородна относительно А, В, С, . . . 
Оолагая, что х^, а:,, х^ принадлежать точк* касан1я дин1й аЬ и ЛД 
означимъ чрезъ $1, ;„ ^з координаты какой-нибудь точки на общей 
касательной. Уравнен1Я 



дх^ * дх^ *' Ох^ ' дх^ '\ дх^ '' дх. 



должны принадлежать этой общей касательной (см. § 75), а потому 
они должны быть тожественны. Для этого необходимо: 

дх^ ' дх^ ' дх^ дх^ ' дх^ ' дх^' 

Зд-Ьсь дв* пропорщи; но одна есть сл'Ьдств1е другой. Въ сацомъ 
дел4: изъ первой пропорщи 

дх^ ' дх^ дх1 ' дх^ 

выводимъ ^^^ : (^^^ ^'^ + ^ ^« ; = ^ ^ У^^,^ ^^ + ^ ^0 

а ио однородности уравнен1Й (1) и (2) относительно х^, зг^, х, им'Ьемъ 

следовательно, 

дх^ ' дх^ ^ ()х^ * дх^ ^ 



ищ\Х\ге6 Ьу 



Соо^к 



— 222 — 

или ч ' А Х~ "' /Г' ^'^^ представляетъ вторую изъ про- 
порд1й (3); поэтому пропорщи (3) и уравнен1я (4), которыя то- 
жественны съ уравнен1ями (1) и (2), даютъ только три различных! 
между собою уравнен1я. Искдючивъ изъ этихъ трехъ уравненШ 

йС ОС 

•^1» ^1» ^3» Т. е. отношешя \ *, получимъ одно уравнеше, 

х^ х^ 

связывающее параметры А, Б, С, . . , 

9 (Л, В, С, . . .) = 0. (5) 

Оно также какъ и уравнеше (1) будетъ однородно относительно 
А, Д С. . . , а потому представляетъ условхе, которому должны 
удовлетворять только отношен1я между этими величинами, напри- 

В С 

м4ръ, - , ^ » • • • Чтобы по данному положешю точки (а?!, д;,, х^^) 

на обвертк* АВ можно было совершенно определить положение 
обвертываемой лиши, въ уравненхи последней (1) должно быть 
только три параметра такихъ какъ ^, Д С. . . ; въ противномъ 
елуча-Ь уравненхе (1) и (5) были бы недостаточны для опред'Ьлен1я 
отношенШ между неизв'Ьстными параметрами. Мы положимъ, . что 
уравнеше (1) содержитъ три параметра: А, Д С 

По данному уравнен1Ю (1) обвертываемой лин1и и уравнен1ю (5), 
связывающему параметры А, Д С, можно найти уравнен1е обвертки. 

Пусть аЪ и аЪ' представллютъ обвертываемую лишю въ двухъ 
весьма близвихъ положен1яхъ и т — точку перес4чен1я этихъ лин1Й 
въ смежности съ точками касанхя ихъ къ обвертк* АВ. Положимъ, 
что уравнен) е 

/ (х^, х^, д^з- ^. Д С) = О, 

принадлежитъ аЪ, а уравненге 

({х,, X,, а:,, А + к, В 4- Тс, С +г) = 

линш а'Ь', Координаты х^, х^, х^ точки т должны удовлетворять 
обоимъ уравнен1ямъ и следовательно, также уравненхю 

/ {х,, л-2, :Гз, А +}1, Б + А-, С + О — / (^1, ^2. X.,, А, Д С) = О, 

которое изъ нихъ выводится чрезъ вычитан1е. Помощью Тейло- 
ровой формулы последнее уравнен1е можетъ быть представлено 
подъ видомъ 
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гд* е есть совокупность членовъ съ высшими степенями А, А, г. 
Когда аЪ' совпадетъ съ аЪ, тогда точка т придетъ на обвертку АБ, 
а уравнен1е (6) обратится въ •дифференд1альное уравненхе 

гд4 ЛА, ЛВ, АС должны быть связаны уравнен1емъ 

которое получимъ, дифференцируя условное уравнеше (5) ср(-4, Д С) = 0. 
По однородности же уравненШ (1) и (5) им4емъ 

Эти уравнен1я, вм^ст* съ (7) и (8), даютъ пропорщи: 

^/* . ^/" . ^/. _ ^_? . _^? . ^^9 ПО^ 

дА' дВ ' дС дА ' дВ * дС ^ ' 

Одна пропорд1я есть сл-Ьдствхе другой и уравнен1й (9); такъ что 
всего имЬемъ три различныхъ уравнен1я между А, Д С, и мо^емъ 
исключить изъ нихъ эти величины. Выводъ исключен1я будетъ 
уравнеше вида 

1" (х^, х^, х^) = О, 

которому должны удовлетворять координаты точки касашя дин1й АВ 
и аЪ при всякомъ положен1и носл-Ьдией, а потому оно есть уравнен1е 
обвертки АВ, 

Можно разсматривать величины А, Д С какъ особеннаго рода 
координаты, опред-Ьляющхя положеше обвертываемой лиши аЪ. 
Такого рода координаты называются тангенцгальными. Условное 
уравнеше 

ср {А, Д С) = О 

можно разсматривать какъ уравнеше обвертки въ тангенщальныхъ 
координатахъ. 

Обыкновенно за тангенц1альныя координаты берутъ коэффи- 
Д1енты Л, Д С въ уравнен1и прямой 

Ах, + Вх^ + Сх, — 0. (11) 
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Если уравненае (5) въ этихъ координатахъ алгебраическое и сте- 
пени п, то п опред-Ьляетъ классъ т'Ьхъ линхй, или вообще гео- 
метрическихъ м'Ьстъ, которымъ мож^тъ принадлежать это уравне- 
Н1е. Къ первому классу принадлежитъ только точка; потому что, 
если уравненае (5) им'Ьетъ видъ 

аЛ + ^В + -^С = О, 
гд-Ь а, р, у постоянныя количества, то пропорщи (10) даютъ 

т.-е. постоянныя величины для отношен1й — , — , а въ такомъ 

случа* XI, а;,, х^ принадлежитъ одной точк*. 

Лиши 2-го класса суть лин1и 2-го порядка. Для доказательства 
положимъ, что уравнен1е (5) им'Ьетъ видъ 



аЛ' + ЪВ' -^ сС^ + ^БС + пСЛ +рЛВ = О, 



(12) 



гд-Ь а, Ь, с, ш, п, р постоянныя количества, и означимъ чрезъ X 
общее отношен1е т^ • тт ^'^ пропорц1яхъ (10)., Всл4дств1е этихъ 
пропорц1й будемъ им^ть 

2оА+рВ+пС = 'кх, 

рА+2ЪВ+тС=)^^ >; (13> 

пА + тВ + 2сС = лл-з 
отсюда выводимъ 

^ =-■ д (^2»! ^1 + ^212 ^2 + ^2^3 ^з) 

С =^ — (Дзп ^1 Г ^352 ^г \ ^гп ^зЛ 

гд* А есть определитель системы линейныхъ уравненш (13), а Д„, 
производная этого определителя относительно элемента, находя- 
щагося въ столбце г и строк* 5; притомъ Д,.,^, = Д^,,,, потому что 
определитель Д симметричесшй. 

Помноживъ эти выралсен1я соответственно на х^, х^, х^, возь- 
мемъ сумму. произведенШ; въ первой части равенства получимъ 
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Ах^ -]-• Вх^ -{- Схз, что равно нулю всл'ЬД(Ггв1е уравнешя (11); 
поэтому 

АпГа:!* + Дг«Д^«' + Дз^зЛ^з' + 2Д„з ^2^3 + 2^3,1 л:зЛ^1 + 2\,^х,х^ = 0. 

Это есть уравнен1е линш 2-го класса (12) въ координатахъ х^уХ^.х^, 
Такъ какъ оно 2-й степени, то лишя 2-го класса есть лин1я 
2-го порядка*). 

82. Положимъ, что прямая (11) Ах^^ + Бх^ + С^ъ = О есть 
поляра для ЛИН1И 2-го порядка 

а^Хг^ + «2^2* + «3^3* + Ь^х^х^ + Ъ^х^х^ + Ь^х^х^ = О 

и $1, ^2» $8 суть координаты ея полюса. Въ такомъ случа* 

^ = 2а,$, + Ь,$. + Ьз;з 

Б=Ьз':, + 2а^ + Мз ^. (14) 

С = ЬЛ + Ь,$, + 2азе, 

Подставивъ эти выражен1я -4, Д С въ у равнен1е обвертки ^ (-4, Д С,) = О, 
которое, положимъ, степени п, получимъ уравнеше степени п отно- 
сительно $1, $„ Ез; отсюда заключаемъ, что, если лин1я класса п обвер- 
тываетъ поляру, принадлежащую какой-либо лин1и 2-го порядка, 
то полюсъ опысываетъ линш порядка п. Обратно: если полюсъ 
($1, ?2 7 Зз) описываетъ лин1ю порядка п, то поляра обвертывается 
лишею класса п; потому что, исключивъ помощью уравнешя (14) 
координаты $1, $„ $3 изъ уравнешя степени п, принадлежащаго лин1н, 
описываемой полюсомъ, получимъ уравнеше степени п относительно 
Л, Д С для обвертки поляры. Когда поляра вращается около не- 
подвижной точки, тогда полюсъ описываетъ прямую, и обратно. 
Когда поляра обвертывается лин1ею 2-го порядка, тогда полюсъ 
описываетъ линш 2-го порядка, и обратно. 

Точка (а?!, х^, х^) касан1я поляры къ ея обвертк* есть полюсъ 
прямой, касательной въ точкЬ ($1, ;„ ^з) къ лиши, описываемой 
последнею точкою; потому что, если Р и Р' суть два смежныхъ 
положешя точки ($1, ;„ ^з), а аЬ и аЪ' ихъ поляры, то пересечен 1е т 
{рог^ гга, агз) этихъ прямыхъ будетъ полюсомъ прямой 1^1Р' и придетъ 
на обвертку АВ^ когда точкиР и Р совпадутъ, т. е. когда РР' обра- 



*) Для линш высшихъ порядковъ порядокъ и классъ не совпадаютъ. 
Лин1я порядка п принадлежитъ вообще классу л (п — 1). 



15 

1. Сомовъ.— Геометр1я. 
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тится въ касательную къ лин1И, описываемой точкою (?|, Е„ ^з). 
Следовательно, лишя, описываемая точкою ($1, $2» ^з)» есть обвертка 
поляры, им'Ьющей полюсъ на лиши ЛВ, Поэтому лин1я, описы- 
ваемая полюсомъ, и обвертка поляры называются взаимными линглми. 

83. Взаимность поляръ, доказанная въ § 69, и взаимность лиши 
описываемой полюсомъ, съ обверткою поляры служатъ основан1емъ 
геометрическому началу, называемому двойственностью. На осно- 
ван1и этого начала свойство, относящееся къ фигур* на плоскости, 
можно удвоить, присовокупивъ къ нему другое, которое изъ него 
выводится чрезъ перемену каждой т^очки на прямую, каждой пря- 
мой на тючку, каждой кривой, разсматриваемой какъ м1ьсто точекьу 
на кривую, разсматриваемую какъ обвертка прямыхъ. Напри м'Ьръ, 
такимъ образомъ изъ свойства, что всякая лингя 2-го порядка опре- 
дп>ляетх^я пятью тючками, чрезъ которыя она долоюна проходить, 
выводится свойство: всякая лингя 2-ю порядка тгредп>ляется пятью^ 
прямыми, которыхъ она долоюна касаться. Это второе предложен1е 
докажется сл4дуюп1;имъ образомъ: пусть а, й, с, й, е будутъ данныя 
прямыя. Взявъ какую-нибудь лин1ю 2-го порядка А, построимъ 
полюсы а\ Ъ', с, й', е данныхъ прямыхъ относительно А и прове- 
демъ чрезъ эти точки лин1Ю 2-го порядка Д которая этими пятью 
точками совершенно определится. Взаимная съ нею лишя 2-го по- 
рядка В также будетъ вполн* определена и должна обвертывать 
поляры вс^хъ точекъ лин1и Д а потому должна касаться данныхъ 
прямыхъ: а, Ь, с, й, е. 

Подобнымъ образомъ можно вывести гексаграммъ Бргангиона 
изъ гексаграмма Паскаля. Положимъ, что а, Ъ, с, й, е, /*, суть каса- 
тельный къ данной ЛИН1И 2-го порядка -4, и Б какая-нибудь дру- 
гая лишя 2-го порядка, помощью которой опредЬлимъ полюсы 
данныхъ прямыхъ: а\ Ъ\ с\ й\ е\ /*. Эти полюсы будутъ принадле- 
жать лиши 2-го порядка В, взаимной съ Д и представятъ вер- 
шины шестиугольника, въ нее вписаннаго. По теорем* Паскаля 
точка р пересечешя а'Ъ' съ й'е\ точка р пересечешя Ъ'с съ в'/* 
и точка р пересечешя сд' съ ('а должны находиться на одной 
прямой 1\ но р есть полюсъ прямой, соединяющей тдчку аЬ*) съ 
йе, р есть полюсъ прямой, соединяющей Ъс съ е/*, и р" полюсъ 
прямой, соединяющей ей съ /а; эти три прямыя должны п1ЮХОдит1» 



*) Зд-Ьсь мы будемъ означать перес'Ёчен1е двухъ прямыхъ буква^и^ 
означающими эти прямыя. 
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чрезъ полюсъ прямой I, следовательно, должны пересекаться въ 
одной точки, что и представляетъ теорему Бр^аншона. 

Изъ теоремъ Паскаля и Бр1аншона вытекаютъ сл*дующ1я двои- 
ныя сл4дств1я: 



1) Во всякомъ пятиугольник* 
аЪсс1€, вписанномъ въ лин1Ю 2-го 
порядка, пересгьченге р двухъ не- 
смежныхъ стороиъ аЪ и ей, пере- 
сгьченге р двухъ другихъ несмеж- 
ныхъ стороиъ Ъс и с1е и пересгь- 
чете р" пятой стороны аё съ ка- 
сател1ьною въ противоположной 
вершить с находятся на одной 
прямой линги. 

Для доказательства надобно по- 
ложить, что въ шестиугольнике 
вписанномъ дв4 вершины совпа- 
даютъ въ одну точку. 

2) Въ четыреугольнике а Ъ с й, 
вписанномъ въ лин1Ю 2-го по- 
рядка, перестьченге р двухъ про- 
тнвоположныхъ стороиъ аЬ и ее?, 
11ересечен1е р двухъ другихъ 
противоположныхъ стороиъ Ъс и 
а€1 и пересечен1е р" касатель- 
пыхъ въ противоположныхъ вер- 
гиинаосъ Ь и й находящейся на од- 
ной прямой линги. 

Для доказательства надобно 
положить, что въ шестиуголь- 
нике вписанномъ две противо- 
положныя стороны преврап1;аются 
въ пасательныя чрезъ совмп^гце- 
нге вершинЪу находящихся на 
каясдой изъ этихъ стороиъ. 

3) Въ треугольнике аЪс, вписан- 
номъ въ лишю 2-го порядка, 
пересгьченге р стороны аЪ съ ка- 
сательною въ противоположной 



1) Во всякомъ пятиугольнике 
аЪсйе, описанномъ около лин1И 
2-го порядка, прямая р, соеди- 
няюп1:ая вершины аЪ и ей прямая 
р\ соединяюш;ая сЪ и йе, и пря- 
мая р\ соединяющая пятую вер- 
шину ае съ точкою касанья про- 
тивоположной стороны с съ ли- 
н1ею второго порядка, пересп^ка- 
ются. въ одной тючкп». 

Для доказательства надобно 
положить, что въ шестиугольник.1> 
описанномъ 'две стороны превра- 
ш,аются въ одну прямую. 

2) Въ четыреугольнике аЪс с1, 
описанномъ около лиши 2-го по- 
рядка, прямая р, соединяющая 
противоположный вершины ас и 
ей, прямая р\ соединяющая про- 
тивоположныя вершины Ъс и ай^ 
и прямая р\ соединяющая жочлгг* 
касанья двухъ противоположныхъ 
сторонъ Ь и й, пересткаются въ 
одной точкп». 

Для доказательства надобно 
положить, что въ шестиугольнике 
описанномъ две противоположныя 
вершины становятся точками ка- 
санья чрезъ совпадете въ одну 
прямую стороиъ^ проходящихъ 
чрезъ каждую изъ этихъ вершинъ. 

3) Въ треугольнике аЬе, опи- 
санномъ около ЛИН1И 2-го по- 
рядка, прямая р^ соединяющая 
вершину аЪ съ точкою касатя 

15* 
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вершить с, пересгьчеиье р стороны 
Ъс съ касательною въ противо- 
положной вершингь а и пересгь- 
ченге р" стороны ас съ каса- 
тельною въ противоположной вер- 
шингь Ъ находятся на одной прямой. 



Для доказательства надобно 
положить, что въ шестиугольник* 
вписанномъ стюроны несмеоюныя 
превращаются въ касательныя 
отъ совм*щен1я вершинъ, чрезъ 
которыя проходитъ сторона. 



противоположной стороны с, пря- 
мая р, соединяющая вершину Ъс 
съ тючкою касанья противополож- 
ной стюроны а ^ и точка р", со- 
единяющая вершицу са съ точ- 
кою касан1я противоположной сто- 
роны Ь, пересп>кают^я въ одного 
точть. 

Для доказательства надобно 
положить, что въ шестиугольник* 
описанномъ вершины несмежныя 
становятся точками касанья отъ 
совпадешя въ одну прямую сто- 
ронъ, пересекающихся въвершин*. 



Задачи на построен1е линхй 2-го порядка 



1) По даннымъ пяти точкамъ 
а, Ь, с, й, е лиши 2-го порядка 
, найти какую-нибудь шестую точ- 
ку этой ЛИН1И и построить каса- 
тельную въ этой точк* 

Р'Ьшен1е. Чрезъ пересп>ченге 
р прямыосъ аЬ и с1е проведемъ 
произвольную прямую I; найдемъ 
пересгьчетя р и р этой прямой 
съ прямыми Ъс и ей; потомъ про- 
ведемъ прямыя ре и р^а: въ 
переогьченги посл'Ьднихъ получимъ 
искомую точку /". 

Доказательство въ теорем* 
Паскаля. 

Проведемъ прямую чрезъ р и 
переегьченье ^ прямыхъ Ъ( и ей\ 
замйтимъ перес4чен1е г прямыхъ 
^? д и ей; потомъ проведемъ ф 
эта прямая есть касательная въ 
точк* /*. 



1) По даннымъ пяти касатель- 
нымъ а, Ь, с, й, е лиши 2-го 
порядка построить шестую каса- 
тельную къ этой ЛИН1И и найти 
тачку касанья. 

Р -Ь ш е н 1 е. На прямой р^ сое- 
диняющей вершины аЪ и йе, возь- 
мемъ произвольную тючку I; сое- 
динимъ ее прямыми р и р съ 
точками Ъс и сй\ потомъ най- 
демъ пересп>чен1я ре и ра\ пря- 
мая /*, соединяющая эти точкп, 
есть искомая касательная. 

Доказательство въ теорем* 
Брханшона. 

Найдемъ перескьчеше прямой 
р съ прямою д, соединяющею 
точки Ь/ и ей, и проведемъ пря- 
мую г чрезъ точки р^ и сЛ; по- 
томъ зам-Ьтимъ точку г/*: эта точка 
есть точка касанья прямой /" кт» 
линш 2-го порядка. 
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Доказательство вытекаетъ изъ 
сл*дств1я 1-го теоремы Паскаля. 



2) По даннымъ четыремъ точ- 
камъ: а, Ь, с, Л лиши 2-го по- 
рядка и касательной е въ одной 
изъ нихъ а, найти пятую точку 
лиши 2-го порядка и провести 
въ этой точк* касательную. 

Р * ш е н 1 ё. Опред-Ьдинъ пере- 
аьченге р данной касательной е 
съ прямою Ъе; проведемъ чрезъ 
р произвольную прямую 2; опре- 
д4лимъ перес4чен1е р прямыхъ 
I и ей VI пересп>ченге р прямыхъ 
I и ай; потомъ проведемъ пря- 
мыя ' ра и р^Ъ: въ пересп>ченги I 
этихъ прямыхъ получимъ иско- 
мую точку /*. 

Зам4тимъ д, перес4чен1е ра 
съ Ъс\ проведемъ прямую р'д;, 
зам^тимъ пересгьчеше г прямыхъ 
р\ и ей и проведемъ прямую гр. 
эта прямая есть касательная въ 
точкгь /*. 

3) По даннымъ тремъ точкамъ 
а, Ъ, с ж двумъ касательнымъ й 
и в въ точкахъ а и Ъ, опреде- 
лить четвертую точку и каса- 
тельную въ этой ТОЧК'Ь. 

Р-Ьшенхе. Опред*лимъ точку 
р перес4чешя данныхъ касатель- 
ныосъ Але; проведемъ чрезъ р 
произвольную прямую I; зам^тимъ 
р\ перес*чен1е I съ Ъс и р", пе- 
рес4чвн1е I съ ас; потомъ про- 
ведемъ прямым ра и р'Ъ и за- 



Доказательство вытекаетъ изъ 
сл-Ьдствая 1-го теоремы Бр1ан- 
шона, или изъ соотв^тственнаго 
на л4вой сторон* по способу 
двойственности. 

2) По даннымъ четыремъ пря- 
мымъ: а, Ъ, с, с?, касательнымъ 
къ линш 2-го порядка, и точк* 
касан1я е одной изъ нихъ а, найти 
пятую касательную и определить 
ея точку касашя. 

Р * ш е н 1 е. Соединимъ пря- 
мою р данную точку касан1Я е 
стороны а съ точкою Ъс; возьмемъ 
на р произвольную точку I; сое- 
динимъ прямою р' точку I съ ей 
и прям(ую р" тючку I съ ай\ по- 
томъ опред^лимъ тючки ра и 
р''Ъ: прямая, соединяющая эти 
т(уч.кщ есть искомая касатель- 
ная /*. 

Проведемъ прямую ^ чрезъ 
точки ра и Ъс; зам4тимъ тючку 
^"д; соединимъ прямою г точки 
р\ т ей ж зам4тимъ пересп>ченге 
г съ прямою (\ это пересЬчеюе 
есть тючка касангя касательнЪй /I 

3) По даннымъ тремъ каса- 
тельньгмъ а^ Ь, с и точкамъ й 
и е касан1я прямыхъ аиЪ опре- 
делить четвертую касательную и 
точку ея касан1я. 

Р е ш е н 1 е. Проведемъ пря- 
мую р чрезъ данный точки й и 
е; возьмемъ на р произвольную 
точку I; соединимъ прямою р' 
точки I ж Ъс я прямою р" точки 
I и ас; потомъ зам*тимъ точки 
ра жр'Ъ ж проведемъ чрезъ нихъ 



01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



230 



м*тимъ ихъ пересЬчеше (\ эта 
точка есть искомал. 

Зам'Ьтимъ пересгьченье д пря- 
мьгхъ р'а и е и перес1ьченге г пря- 
мыхъ р^Ъ и й; проведемъ прямую 
Ог\ найдемъ пересЬчеше 5 пря- 
мыхъ дг и аЬ и проведемъ пря- 
мую в^\ эта прямая есть каса- 
тельная въ точк*Ь /*. 

(Доказательство въ 3-мъ .сл'Ьд- 
СТВ1И теоремы Паскаля.) 



прямую /': эта прямая есть иско- 
мая касательная. 

Соединимъ прямою ^ точки 
р'а и е и прямою г точки р"Ъ и 
Л\ точку дг соединимъ прямою 
8 съ точкою аЪ и зам4тимъ п^)е- 
сптнге 8 съ /*: эта точка пересЬ- 
чен1я 5/* есть точка касашя на 
касательной /I 

(Доказательство въ 3-мъ сл*д- 
ствш теоремы Бр1аншона и двой- 
ственности). 




Н. Полярныя координаты. 

84. Положен1е точки М на плоскости можно определить по 
разстоянш ея отъ данной точки О и по углу МОх, составленному 
направлешемъ этого разстояшя съ данною осью Ох, Так1я дв! 
величины, опред^лягопйя положеше точки М, называются поляр- 
ными координатами. Точка О называется 7сО- 
люсомъ, прямая Ох полярною осью^ длина МО 
радгусомъ векторомъ, уголъ МОх аръументомъ: 
въ Астроном1и углу МОх даютъ обыкновенно 
названхе долгтпьи Разсматривая различныя 
точки на плоскости, условились отсчитывать 
число градусовъ въ долгот* отъ оси къ ра- 
д1усу всегда въ одну сторону, поэтому дол- 
гота можетъ им^ть всякую величину между 0° и 360^, и даже 
величину больше 360^. 

Если точки какой-либо лиши МБ станемъ определять поляр- 
ными координатами, то найдемъ, что рад1усъ 
векторъ вообще зависитъ отъ долготы, и обратно, 
долгота зависитъ отъ радхуса вектора; поэтому 
X эти величины должны быть связаны уравне- 
Н1емъ, которое называется полярнымъ уровне- 
темь линш. Означая чрезъ г радхусъ векторъ 
ФПГ. 123 ОМ и чрезъ 9 долготу МОх, будемъ вообще 

им^ть уравнен1е ^ (г, ср) = О между г и ср для 
полярнаго уравнен1я лин1и МБ. Однако въ частныхъ случаяхъ 
можетъ быть, что г не зависитъ отъ (р, и обратно, 9 не зависитъ 
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отъ г. Для точекъ окружности круга, им-Ьющаго центръ иъ полюс1> 
в какой ни есть рад1усъ ОМ = а, будетъ г =^ а при произвольной 
долгот* ср. Для прямой АА\ проходящей чрезъ полюсъ и соста- 
вляющей съ осью уголъ АОх=^т, им^емъ 

<р 1= ш или '^ =: ^ + 180°, 

смотря по тому, будетъ- ли ^ принадлежать точк* А или А\ при 
произвольной длин* г. Вм-Ьсто этихъ двухъ уравнешй можно на- 
писать одно 1ап8 '^ = т при г произвольномъ. 

85. Прямоугольный координаты весьма просто преобразовываются 
въ полярныя, и обратно, полярныя въ прямоугольныя. Мы огра- 
ничимся разсмотр^шемъ прост^йшаго и наиболее употребительнаго 
случая, когда координаты прямоугольныя им^ютъ начало въ полюсЬ 
и осью абсдиссъ полярную ось. 

Пусть будутъ Ох, Оу прямоугольныя оси, X, у координаты 
точки М относительно этихъ осей, а г = ОЖ, ? = -^ МОх ея по- 
лярныя координаты. Такъ какъ х ж у суть проекц1и г на осяхъ 
координатъ, то 

а? = г С08 ср, у =^ г 8Ш 9- 

Эти формулы остаются справедливыми для всякой точки плоскости, 
если при употреблен1и ихъ будетъ соблюдено правило знаковъ 
тригонометрическихъ лиши. Знаки координатъ х ж у определяются 
знаками со8 9 и 8Ш 9- Для точки Ж' долгота о > 90° и < 180°, 
А потому со8 9 отрицательный, а 81п ср положительный; следова- 
тельно, X величина отрицательная, а у положительная. Для М" 
имеемъ 180° < 9 < 270°; сл-Ьдовательно, 8Ш 9? СО89, л; и у отри- 
цательные. Для М"' будетъ 270° < 9 < 360°, отчего со8 9 и л: 
положительные, а 81П '^ж у отрицательные. 

Легко также выразить полярныя координаты г и 9 помощью 
прямоугольныхъ, а именно: изъ формулъ 

. а; =- г сов 9» у = г 81П 9 

^зыводимъ сл-Ьдуюпця: 

г = Ух* + у' 

X у 
сов 9 = . , 8Ш 9 = г— , 

л сверхъ того 

1ап8с5 = -. 

X 
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86. Выразимъ уравнешя эллипса, гииербоды и параболы въ 
полярныхъ координатахъ, взявъ полюсъ въ фокус* и полярную 
ось по направлешю той изъ осей кривой, которая проходить чрезъ 
фокусъ. 

Радаусъ векторъ эллипса (§ 50), проведенный изъ 1" въ какую- 
либо точку ЛГ, выражается формулою 

сх 

г = « , 

а 

гд* а большая полуось, с эксцентрицитетъ и х абсцисса точки Ж 
Положивъ /. МТА = ср, получимъ х — с = г со8 ср; следовательно, 

х=^с-}-гсов '^ 

и 

г' сг 

г = а С08 '^: 

а а 

отсюда выходитъ 



а -{- с С08 9 
Въ Астроном1и эксцентрицитетомъ называютъ отношенхе 





Фиг. 124 



Фиг. 125 



Означивъ его чрезъ е, будемъ им4ть с = ае; отъ этого полярное 
уравнен1е эллипса принимаетъ видъ 



Зд*сь величина 



1 + 2 С08 9 

а(1 — в') = а — - = — :^ = ^ 
а а а 



есть половина параметра (§ 48), которую мы означали чрезъ р; 
следовательно, 

г = ^ . 

1 + 2 С08 ср 
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Для точки М на гиперболе, взявъ полюсь въ фокусе 1^, им-Ьемь 

г = МР= — — а 

(§ 50, форм. 4), гд4 а главная полуось и с эксцентрицитетъ. По- 
ложйвъ ^ ЖРО= ср, найдемъ 



следовательно, 



откуда выходитъ 



ЕЛИ 



X =^ с — г С08 ср; 

с* СГС08С? 

а 





а 


с'- 


-а' 


«+ 


с С08 <р 


а(е' 


-1) 



гд-Ь 



1 + е сов ср * 



С 

— = е. 
а 



Числитель выражешя г 

а{г^—\) = — - — = — , 
а а 

есть Ру половина параметра; следовательно, полярное уравнеше 
одной в4тви гиперболы окончательно будетъ 

_ р 

1 + е С08 9 ' 

точно такое же какъ для эллипса, съ тою только разницею, что 

для эллипса е = - меньше единицы, а для гиперболы больше 
единицы. 

Для другой в*тви радхусъ векторъ выражается формулою (5) § 50 

сх 

г = а , 

а 

гд'Ь опять х=^ с — г С08 ср; поэтому 



(? , сг 

а ■ -] С08 ср: 



откуда выводимъ 

е С08 ср — 1 



Р 

г = ^— 
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Эта формула выводится изъ предыдущей чрезъ перемену 9 
на ср + 180° иг на — г. Первая формула даетъ г = оо, когда 

1а 1 а ^ 

С08 9 = = , а вторая, когда со8 9 = — = - . Эти два зна- 

^ 8 с ^ г с 

чен1я г принадлежать точкамъ безконечыо-удаленнымъ отъ фокуса 1". 
Направлен1е радхуса вектора въ такомъ случа* параллельно ас- 
симптот*. 

Для радхуса вектора ГМ, прбведеннаго изъ фокуса параболы 
въ какую-либо ея точку, было найдено, § 50, форм. (8), 



г = Х '\- 



р 



Положивъ /. МРО = ср, получимъ 




а: = ^ — г С08 9; 



следовательно, 



Р 1 Р 

г =^~ — ГС08 9 Н"'^ =^? 



Г С08 9, 



откуда выходитъ 



Фиг. 126 



Р 



1 + С08 9 



для полярнаго уравнен1я параболы. Его можно вывести изъ ура- 
внешя эллипса или гиперболы, положивъ е = 1. Итакъ, 



1 + е сов 9 

есть общее полярное уравненхе кривыхъ второго порядка. Длл 
эллипса сл*дуетъ положить е < 1, для гиперболы е > 1, для па- 
раболы е = 1. 

I Коиичестя с'Ьчен1я. 

87. Линш второго порядка называются коническими сгьченгями, 
потому что можно ихъ произвести пересЬчешемъ конуса плоскостями. 

Выведемъ уравнеше кривой ВМР, происходящей отъ перес*- 
чешя прямого кругового конуса АВС какою-либо плоскостью, не 
проходящею чрезъ вершину. 

Проведя чрезъ ось конуса ВО плоскость АВСу перпендикуляр- 
ную къ плоскости РВМ, пересЬченхе этихъ плоскостей В!" возьмемъ 
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за ось абсциссъ Вх, а прямунх Ву, къ нему перпендикулярную и 
проведенную по плоскости ВИР, за ось ординатъ, и пусть 2)Р = х, 
МР = у будутъ координаты точки М, взятой на кривой. Конусъ 
определюсь угломъ О^РС, который означимъ чрезъ а, а положенхе 
перес4каюп1;ей плоскости ВМЕ длиною 
ВВ=т я /, ВВР = р. Сверхъ того до- ^ 

пустимъ на первый случай, что Вх пере- р/С'Й^ 

€4каетъ АВ и положимъ ВР = 2а; въ О^^^^^^р 

этомъ случа* р + 2а < 180°. 5^^^^^!"^\ 

Такъ какъ ордината МР перпендику- /-• "| --\ 

лярна къ плоскости АВСу то она парал- ^--.>__0___^^ 

лельна плоскости основанк конуса, а по- Фиг. 127 

тому можно провести чрезъ нее плоскость 

<^ВВМ, параллельную основанш, которая перес4четъ конусъ по 

кругу. Прямая ^В, пересЬчеше плоскости ^РВМ съ плоскостью 

ЛВС, будетъ Д1аметромъ этого круга. По свойству ординаты круга 

им^емъ 

у^ = РВ.Рв; 

потомъ въ треугольникахъ РВВ и Р^Р^ находимъ: 

РВ : л: = 81П 3 : С08 а, РВ = ~ , 

■^ С08а 

др: ГР=вт(2а + р) : сова, 

8ш(2а + Р) ^^,^ 8ш(2а + Р) (^^_ 
С08 а сов а ^ 

следовательно, 

, _ 2а вш р . вш (2а + ?) _ 81П р . вш (2а + р) , 
С08 а С08 а 

Лоложивъ для сокращен1я 

авшЭ . вш (2а -|-3) 

сов* а ^' ^ ' 

подучяиъ 

у^ = 2рх-^. (2) 

а 

Это уравнеше (см. § 48) принадлежитъ эллипсу, у котораго 
параметръ есть 2р, а большая ось 2а. Итакъ, въ разсматриваемомъ 
слт^а*, т.-е. когда 2а -{- ^ <С 180°, коническое сЬчеше ВМР есть 
эллипсъ. 
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Въ треугольник-Ь ВВР находимъ 

ЕВ.ВВ — 8Ш 2а : зш (2а + ?) 
2а : т = 8Ш 2а : вш (2а + Р) 
т зш 2а 



а поэтому 



2р 



2а = 

8ш(2а + р)» 

ш 8т 2а . 81П [3 



С08 а 



- = 2т 18 « • ьш ,3. 



(3) 
(4) 



Эти формулы послужатъ для 011ред'Ьлен1я паранетра и большой 
оси эллипса по даннынъ величинамъ а, ^ и ш, опред^ляющинъ 
конусъ и положен1е плос|сости коническаго сЬченхя. 

Когда 2а + ? = 180°, т.-е. когда плоскость 1)Л1]Р параллельна 
производящей АВ, тогда 8т (2а + р) == О, зт ^ = зт 2а, и фор- 
мулы (3) и (4) даютъ: 2а = оо, 2р = 2тЬ^а . зт (2а) иди 2р = 4т8т*а; 
следовательно, уравнеше коническаго с4чешя (2) приметь видъ 

у* = 2рх, 

а это уравнен1е принаддежитъ параболгь, 

Вь случа* 2а + Р > 180° будетъ зт (2а + р) < 0; отъ этого 

2а отрицательная величина. Перем-Ьнивь а на — а, получимъ 

^ т 81П (2а) 
2а = ^-7^ -г- 



■зт(2а + р) 



у^ = 2рх + 



рх 



(5) 



это уравненхе принадлежитъ гипербомь. 

Впрочемъ легко вывести непосредственно уравнешя кони- 
ческихъ сЬченхй въ двухъ посл^днихъ случаяхъ: 2а + |9 = 180° 
и 2а + р > 180°. 

Положивъ 2а + [3 = 180°, найдемъ, что 
Вх параллельна АВ, з. все прочее остается 
такъ же, какъ въ нервомъ случа-Ь, и будемъ 
им-бть 

у' = др. РЕ, 

гд* 




Фиг. 128 



^_ а;зт2а . 

РЕ = = 2х зт а. 

СОЗа 



Проведя 2)6г, параллельную АС, найдемъ 

дР= во = 2ВК= 2т зт а; 
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следовательно, 
дли 

тд* 



у* == 4ж 8т* а . X, 

У* = 2рх, 

2р = 4т зт* а. 



(6) 



Когда 2а + 43 > 180°, тогда плоскость коническаго сЬчен!* 
пересЬкаетъ не только конусъ, произведенный прямою АВ ори 
обращеши ея около оси ВО, но также конусъ, пройсходящ1Й отъ 
юбращеши Л' В, продолженхя АВ; отъ этого коническое пересечете 
состоитъ изъ двухъ разд4льныхъ в-Ьтвей: 1'рО и НЕМ'. Докажемъ, 
что координаты точекъ М и М\ той и другой в4тви, удовлетво- 
ряютъ уравнешю (5). Сд-Ьлавъ для точки М ташя же построешя, 
какъ въ первомъ случа*, будемъ имАть 



гд4 опять 



X 8Ш 3 



РЕ = 



^ 



яли 



С08а 



Рд:РЕ= 8Ш (^ЕР) : 81п (ЕдР) 



Рд:(2а + х) = — 8т (2а + 3) : со8 а; 
следовательно. 



1Ю = - 8ш(2а + ^)(^^+ Д^) 
С08а 




2а 8т [^ 81*п (2а + ?) 



X — 



8т р 8т (2а + 1^) « 



— - X , 



Иоложивъ 
яолучимъ 



а 8т 1^ 8т (2а + Р) 



со8'а 



2,« = 2рх + 



= 2?» 



(7) 

(8) 



2^х 



уравненхе гиперболы. 

Въ Д ВВЕ находимъ 



или 



^БД : ВО = 8т (2а) : — 8т (2а + ^) 
2а : т = 8т (2а) : — зт (2а -\- 3): 
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откуда выходить ^^ тт\{2а)_ 

^^"^ ~ ~ ^^п^2а^~+^У 
а следовательно, 

2» =^ ^ ^'- = 2тШ . 81П 9, 

^ С08*а ' 

что согласно съ формулою (4). 

Легко удостовериться, что координаты точки М\ взятой на 
второй в4тви, удовлетворяютъ уравнешю (7). 

Проведя у = М'Р'у ординату точки М\ потомъ ^'Е\ парал- 
лельную АС, и плоскость ^'М'В\ получимъ въ с4чеши этой 
плоскости съ конусомъ кругъ, а потому 

М'Р" = ГЦ' . Р^' 

или 

у' = РВ' . Р'Я'\ 

поел* того въ Д РВЯ' и А Р^'Е найдемъ: 



С08 а 



ГД;>8ш(2а + 1^) 



С08а 

Означивъ чрезъ х абсциссу точки М\ будемъ им^ть л: = — Р'В^ 
РЕ = Р'В — 2а = — (2а + х)\ сл-Ьдовательно, 

С08 а ' ^ сов а ' 

, _ 2 а вш р 8Ш (2а + 1^) 8Ш ^ 8Ш (2д + Р) . 

^ С08 а С08' а 

уравнеше, тожественное съ уравнешемъ (7). 

Итакъ, перес4чеше всякаго прямаго кругового конуса какою ни 
есть плоскостью, не проходящею чрезъ вершину, есть лйН1я второгсу 
порядка. 

88. Легко доказать обратное предложеше: всякую литю втор€па 
порядка можно рассматривать какъ коническое огьченге. 

Докажемъ, во-первыхъ, что всякШ эллипсъ можно поизвести 
перес4чен1емъ даннаго конуса плоскостью. 

Когда даны: конусъ и эллипсъ, то будутъ известны: ^ а, 6оль~ 

26' 
шая полуось а, малая полуось Ъ и параметръ 2р = — . Надобно. 
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по этимъ даннымъ найти: уголъ р и длину т, по'которынъ опре- 
д^ляется положеше плоскости с4чен1я. Формула (1) предыдущаго 
§ даетъ 

р V 

81П р . 8Ш (2а + ^3) = - С08*а = -у С08* а; 

% 

но по известной тригонометрической формул* им-Ьемъ 

2 81П ^3 81п (2а + ?) = С08 2а — С08 (2а + 2р) = 2 С08*а — 2 С08* (а + ?); 

следовательно, 

. С08*а — С08* (а + ?) = -т С08* а; 

а 

откуда выходить 

(а^ ^ V) СОВ* а с* сов* а: 



сов' (а + р) = 



а* 



гд4 с означаетъ эксцентрицитетъ; наконедъ получимъ 

с сов а 



сов (а + р) = 



а 



для опред4лен1я а + р, а потомъ и р. Такъ какъ с < а, то - сов а 

а 

всегда меньше единицы, а потому опред^ленхе угла а + р всегда 
возможно; притомъ получимъ два р4шен1я. Означивъ чрезъ у наи- 

меньш1й уголъ, котораго косинусъ равенъ — сов а, будемъ им4ть 

а 

а + ^3 = у или а + Р = 180'' — у; ^ 
откуда 

13 = у — а или р = 180'' — (7 + а). 

•Легко вид4ть, что у или 180° — у есть уголъ, составляемый плос- 
костью с'Ьчен1я съ осью конуса. Опред-Ьливъ р, по формул* (4) най- 
демъ 

Ь^ а вш р 

Эта величина также всегда возможна; следовательно, данный эл- 
липсъ можно произвести перес!Ьчен1емъ конуса плоскостью. 

Также легко найти положенхе плоскости, который пересЬчетъ 
данный конусъ по данной парабол-Ь. Когда данъ уголь а и пара- 
метръ параболы р, тогда по формул* (6) найдемъ 

Р 
2 вш' а 
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^для опред'Ьленхя точки 2), чрезъ которую дол:|сна проходить пере- 
с'Ькающая плоскость, параллельная производящей АВ, 

Положимъ теперь, что даны полуоси гиперболы: главная а и 

вторая Ь. По нимъ опред*лимъ ^ = - , а потомъ по формул* (8) бу- 
демъ и1гЬть: # 

5Ш р . 8ш (2а + р) = ^ соз'а 

или ^^ 

С08* а — сов* (а + [5) = ^ С08* а; 

откуда выводимъ 

« / I пч (^* + Ь*) С08* а с' С08* а 

С08Ча + Р) = -г = -г- 

л с*- 

и 

.... ссо8а 

С08(а + Р) = =^— — -, 

с*- 

гд* с означаетъ эксцентрицитетъ. По этой формул*, также какъ 
и для эллипса, найдемъ сперва а + р, а потомъ и р. Но чтобы 
С08 (а + Р) им-Ьлъ возможную величину, должно быть удовлетво- 
рено услов1е ^ 

— С08 а < 1 
а 

или 

. а 
С08 а < — . 
с 

Величина — ; есть косинусъ угла, составллемаго ассимптотою съ 

главною осью; поэтому растворен1е конуса 2а должно быть больше 
угла, заключающагося между ассимптотами гиперболы. Следова- 
тельно, данную гиперболу можно произвести перес^чешемъ пло- 
скостью такого конуса, у котораго растворен1е 2а больше угла 
ассимптотъ. А такъ какъ 2а можетъ им4ть всякое значеше между 
О и ХбО"", то всякую гиперболу можно рассматривать какъ кони- 
ческое с4чен1е. ОпредЬливъ уголъ р, найдемъ длину ВВ = т 
также, какъ и для эллипса, по формул* 

\% а 8ш р 

89. Проекцгя круга на данную плоскость есть всегда эллипсъ. 

Для упрощещя доказательства этого предложенхя, положимъ, 
что плоскость проекцш проходитъ чрезъ центръ круга; это позво- 
лительно, потому что проекц1я не переменится отъ перем-Ьны пдо- 
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скости проекд1и на другую, ей параллельную. Пусть АС Ж' В бу- 

детъ проекщя круга ^(7ЖВ; :45 Д1аметръ, по которому плоскость 

круга перес4каетъ плоскость проекц1и; М'Р проекщя прямой МРу 

перпендикулярной къ АВ, и ОС проекщя 

рад1уса ОС, перпендикулярнаго къ АВ. По- 

ложимъ притомъ АО = а, и ОС = й. Возь- 

мемъ начало координатъ въ центр* круга О, 

ось абсциссъ Ох по направлешю АВу а ось 

ординатъ Оу въ плоскости проекпди перпен- Фиг. 130 

дикулярно къ Оху и положимъ, что X = ОРу 

у = М'Р суть координаты точки М\ Проведя радхусъ ЖО, полу- 

чимъ прямоугольный треугольникъ МРОу въ которомъ 

ОР^ + МР' = а\ 
или 

д^4-ЖР' = а'; (1) 

а въ подобныхъ треугольникахъ МРМ' и СОС им4емъ 

МР:М'Р=СО:СО 

или 

МР:у = а:Ъ; 

откуда 

О 

Иодставивъ эту величину МР въ уравнение (1), получимъ 

или 

а это уравнен1е принадлежитъ эллипсу, у котораго полуоси суть: 
а (рад1усъ проектируемаго круга) и Ъ (проекшя радхуса, перпенди- 
кулярнаго къ пересЬченш плоскости круга съ плоскостью проекцШ). 

Легко удостовериться, что обратно: всяшй данный эллипсъ 
зюлспо разслатривать какъ проекщю круга. Пусть будетъ АСВ 
дан^ный эллипсъ, а АО и ОС его полуоси. Кругъ, который будетъ 
им^Ьть проекцхею этотъ эллипсъ, можно найти сл^дующимъ обра- 
зотъ: возставимъ С1), перпендикулярную къ плоскости эллипса; 
потомъ въ плоскости ВС о опишемъ дугу круга рад1усомъ, рав- 

I. Сомовъ.— Геометрия. 16 
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нымъ большой полуоси АО изъ центра О, и зам-Ьтимь ючку С, 
гд* пересЬчетъ эта дуга перпендикуляръ С В; получимъ СО=А0. 
Посл-Ь того проведемъ чрезъ АВ и ОС плоскость, въ которой на- 
чертимъ кругъ рад1усомъ АО изъ центра О, этотъ кругъ, очевидно, 
буДетъ им-Ьть проекщею данный эллипсъ. 

— * Конусъ, им'Ьющ1й основан1емъ какую-нибудь лишю второго 
порядка А, начерченную въ плоскости Р, п вершину въ какой- 
нибудь точк'Ь Й', пересЬкается всякою плоскостью Р', не проход)!- 
щею чрезъ 5', по лин1и 2-го порядка А. Можно притомъ разсма- 
тривать А какъ перспективное изображен1е на плоскости Р лин1й 
А при глаз*, находяш.емся въ б', и также А — какъ изображеше 
А на плоскости Р. 

На основан1и свойства пучковъ, доказаннаго въ § 77, легко 
доказать, что А есть лин1я 2-го порядка. Докажем!, прежде, что 
два пучка, служаш;1е одинъ другому перспективою при глаз-Ь въ 
5, суть гомографичесше. Пусть Е (АВСВ) будетъ пучокъ въ пло- 
скости 1\ Е полюсъ, а ЕА, ЕВ, ЕС, ЕВ лучи. Проведемъ чрезъ 
эти лучи и вершину 5 плоскости и положимъ, что въ пересЬчеши 
этихъ плоскостей съ плоскостью Р' получаются прямыя Е'А, 
Е'В\ Е'С\ Е'В'\ эти прямыя составятъ пучокъ Е'{АВ'С В). 
гомографичесшй съ даннымъ. Для доказательства пересЬчемъ пер- 
вый пучокъ какою-нибудь прямою I и зам-Ьтимъ точки перес'Ьчен1я 
и, Ь, с, й. Прямыя бг^ зЪ, зс, 8с1 составятъ пучекъ и встр+.тятъ 
плоскость Р' въ точкахъ а\ Ь\ с\ Л\ находяп1;ихся на лучахъ вто- 
рого пучка и на прямой 1\ служаш,ей перспективою прямой /. По 
свойству ангармоническаго отношевхя, составленнаго изъ отр-Ьзковь 
пересЬкаюп^ей, им-Ьемъ: 

{аЬсА) = {а'Ъ'сй'): 
но 

(аШ) = Е (АВСВ) и (аЪ'с'с1') = Е' {АВ'С'В')- 

следовательно, 

Е{АВСВ) = К{АВ'С'В'1 

т.-е. пучки, которымъ дринадлежатъ эти отношен1я, суть томогра- 
фическ1е. 

Положимъ теперь, что 6 точекъ А, Д С, 2), Д Е принадле- 
жатъ лиши 2-го порядка А\ прямыя, соеданяюш;1я ихъ съ верши- 
ною 5, встр'Ьтятъ плоскость Р' въ точкахъ А\ В\ С, В\ Е\ Е\ при- 
надлежащихъ лиши А. По доказанному сейчасъ им-Ьемъ 

Е(АВСВ)^Е' (АВ'С'В) и Е(АВСВ) = Е' (А'В'С!)'). 
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а по свойству лиши 2-го порядка, доказанному въ § 77, им'Ьемъ 

следовательно, Е' {А' ВС В') = Г {А' В' С В'). Это и показы- 
ваетъ, что А' есть лин1я 2-го порядка.* — 



ОТДЪЛЪ III 

Гвомвтричвек1я мЪета въ проетранетв'Ь 

А. Опред'Ьлен1е положен1я точки въ пространств-Ь. Уравнен1я поверх- 
ности и лижи. Разстоян1е между двумя точками. Плоскость и прямая 

ЛИН1Я. 

90. Иоложеше точки въ пространстве можетъ быть определено 
ел проекцкми на двухъ взаимно-перпендикулярныхъ плоскостяхъ. 
Пусть будутъ две перпендикулярныя плоскости ху и хг^ пересе- 
кающаяся по прямой Ох, а -4 и Б проекц1и на нихъ точки Ж. 
Если даны места точекъ ^. и 5, то найдемъ точку М въ пересе- 
чен1и перпендикуляровъ, возставлен- ^ 

ныхъ изъ .4 и ^5 къ соответственнымъ 
1/лоскостямъ проекд1й. Такъ какъ проек- 
тирующ1е перпендикуляры МА и МВ 
лежать въ одной плоскости, которая пе- 
ресЬкаетъ плоскости проекщй по пря- 
мымъ АС^ ВС^ перпендикулярнымъ къ 
Ох и сходящимся въ одной точке с 
то, для определен1я проекщй А и В, 
достаточно знать: место точки С, длины 

АС и ВС и стороны, въ которыя оне отложены относительно 
точки С; самое же место точки С можетъ быть определено раз- 
стояж1емъ ОС отъ другой данной точки О. Следовательно, место 
точ:ки Ж можетъ быть определено тремя длинами: ОС, СА и СВ, 
которыя поэтому можно назвать координатами точки Ж. Здесь че- 
тыреугольникъ АМВС есть прямоугольникъ, а потому СА = ЖБ, 
а СБ = МА. Пусть будетъ еще новая плоскость уО^. перпенди- 
кулярная къ первымъ двумъ плоскостямъ проекц1й, пересекающая 
ихъ по прямымъ Оу и Ое, а в проекц1я на ней точки Ж: оче- 
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видно, что, по параллельности плоскостей уОг т ЛМВ, проек- 
тирующая прямая Л/7) равна 0(7; поэтому координаты точки Ж 
равны разстоян1ямъ ея МВ, МВ и МА (угъ трехъ взаимно-пе])- 
пендикулярныхъ плоскостей уО:г, г Ох я хОу. Эти три плоскости 
называются ^ш?скостл1см координатъ; точка О, пересечете коорди- 
натныхъ плоскостей, называется началомъ, а взаимно-перпендику- 
лярныя прямыя Ох, Оу, Ог, по которымъ плоскости координатъ 
пересекаются, осями координатъ. Плоскости ЛМВ, АМВ и ВЖВ 
параллельны соответственно плоскостямъ уОг, г Ох и хОу, а по- 
тому составляютъ съ ними параллелепипедъ, въ которомъ три 
смедшые ребра Ж2), МВ и МА^ или равные и параллельные ихъ 
ОС, ОТ и ОЕ, суть координаты точки М\ поэтому, если отдожимъ 
по осямъ координатъ длины: ОС, ОР^ ОЕ и чрезъ концы их-ь 
проведемъ параллельно плоскостямъ координатъ три плоскости 
ЛВС, ЛЕВ и ВЕВ, то въ перес*чен1и последнихъ найдемъ место 
точки Ж. 

ЗамЬтимь еще, что ОС и АС можно разсматривать какъ коор- 
динаты точки А относительно осей Ох и Оу; также ОС и СВ — 
какъ координаты точки В относительно Ох и 0^г, а ОЕ и ЕВ — 
какъ координаты В относительно Оу и Ог. Следовательно, точка 
М съ каждою изь своихъ проекты на координатныхъ плоекостяхь 
амп^нъ деть общгя координаты. Основываясь на этомъ замечашв, 
можно определить точку М следуюпщмъ образомъ: опредплить 
сперва помощью двухъ координатъ ея проекцгю на одной нзъ тюс- 
костей координатъ, а потомъ возставить къ этой плоскости изь 
найденной проекщи перпендикуляръ, равный третьей координат^ь. 
Такъ напримеръ, опред]^лимъ сперва известпымъ образомъ проек- 
щю А помопц>ю координатъ ОС ш АС^ потомъ возставимъ МЛ, 
перпендикулярную къ плоскости хОу я равную ВС; въ конце этого 
перпендикуляра найдемъ мЬсто точки М, 

Означивъ вообще буквами: х, у, е координаты какой ни есть 
точки, отложенный соответственно по осямъ Ох, Оу, Ог, и чреЗъ 
а, Ь, с, координаты ОС, ОЕ, ОЕ, принадлежащ1я точке М, можно 
изобразить тремя равенствами: 

дг = д., у =:^Ъ, е = с 

услов1е, что точка М определена данными координатами а, Ъ, с. 
Но здесь, такъ же, какъ при определешн положен1я точки на плос- 
кости, должно знать сторону, въ которую отложена каждая коор- 
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дината по соответственной оси относительно точки О, и въ вычи- 
мен^яхъ брать со знакомъ — гЬ, которыя им-Ьють положен1Я, обрат- 
ный относительно ОС, ОР и ОД если посл-Ьдтя разсматриваются 
какъ положительныя. Знаки координатъ представляютъ восемь раз- 
личныхъ сочеташй, соотв'Ьтствующихъ восьми точкамъ: Ж, М\ М"> 
М!\ N. Л'", ^", К\ пом*щеннымъ въ трегранныхъ углахъ, состав- 
ленныхъ плоскостями координатъ. 

Для точки Ж\ у которое проекпдя А падаетъ по лЬвую сто- 
рону оси Оу, координата ОС = а противоположна 00, а проч1я 
дв* ОТ и С^Е' т4 же, что и для Ж\ поэтому должно положить: 

х^=^ — а, у = Ъ, = с. 

У точки М" проекц1и Л" им^етъ дв* координаты: ОС = а 
ж ОТ' = Ъ, противоположныя координатамъ точки Ж", а третью 
ОТ общую; следовательно, точка Ж" определена равенствами: 

X = — а, у = — Ь, =^ о. 

Точка \М"'" имеетъ только одну координату ОТ' =^Ъ противо- 
положную координате ОТ точки Ж, а две остальныя 00^ и ОТ 
<)бщ1я; поэтому М'" определена равенствами: 

а; = а, у = — Ь, ^ег = с. 

Для точки Nу взятой подъ плоскостью хОу на разстоян1и 
АN = с, имеемъ: 

Д7 = а, у = Ъ, /=^ — с. 

Точка N' определена равенствами: 

X = — а, у =^Ъ, =^ — с. 

Для К" найдемъ: 

X = — а, у = — Ь, ^ег = — с 

и наконедъ для К'": 

л? = а, у := — Ь, ^ =^ — с 

Для сокращешя мы будемъ означать точку Ж, определенную 
лсоординатами х, у, 0, знакоположешемъ (х, у, а). 
Примеры: Определить места точекъ: 

(2, 3, 5), (—2, 5, — 7), ( — 3, О, 6), (О, — 7, 0). 
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Разсмотр'Ьнныл координаты называются прямолинейными и пря- 
уюльными. 

Вместо трехъ взаимно-перпендикулярныхъ координатныхъ плос- 
костей можно взять три произвольныя плоскости .^0-2?, гОх и хОу^ 
11ерес4кающ1яся въ одной точк4 и составляющ1я углы непрямые, 
а вместо перпендикулярныхъ координатъ — три прямыя: МА, МВ 
и 31В параллельныя осямъ: Ох, Оу, Ог\ такого рода координаты 
называются прямолинейными косоугольными, 

91 . Прямоугольный координаты точки М (х, у, г) суть цроекщи 
на осяхъ координатъ длины прямой ОМ, проведенной изъ начала 
координатъ въ точку М; такъ что, если положимъ ОМ = г, то 

:а; = г С08 (гх), «/ = Г С08 (гу), ^ = Г С08 (г-з?); 

при этомъ начало проектируемой лин1и должно брать въ начале 
координатъ, а за направлен1я осей проекций т4 направлен1я осей 
координатъ, по которымъ откладываются положительный коорди- 
наты. Знаки координатъ определяются знаками косинусовъ: 

сов (гх), сов (гу), С08 (^^г), 

Положивъ г = 1. будемъ им4ть 

X = сов {гх), у = сов (гу), г, =^ сов {гг). 

Это показываетъ, что косинусы угловъ, составляемыхъ какою-нибудь 
прямою г, проведенною изъ начала коорд^шатъ, съ осями координатЪу 
суть прямоуюльныяг координаты точки .пересп>ченгя этой прямой съ 
поверхностью шара радгуса равнаго единицп> и центръ имгьюгцаю въ 
началп, координатъ. Такимъ образомъ можно определить направле- 
Н1е всякой прямой положешемъ точки на поверхности шара. 
Если точка 

[сов [гх), сов (гу), сов {гг)] 

изоиражаетъ направлен1е г, то д1аметрально противоположная съ 
нею точка 

[ — сов {гх), — сов (гу), — сов {гг)] 

изобразитъ направлен1е прямо противоположное г. 

Направлен1е прямой, не проходящей чреаъ начало координатъ, 
изображается точкою перес*чен1я прямой, ей параллельной, прове- 
денной изъ начала координатъ, съ поверхностью шара рад1уса еди- 
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Бицы И центръ им-Ьющаго въ начале коордйнатъ; причемъ обЬ 
прямыя должны быть направлены въ одну сторону. 

Дв4 прямыя параллельныя, въ одну сторону направленныя, 
изображаются одною и тою же точною, а прямыя параллельныя и 
противоположный — двумя точками д1аметрально противоположными. 

По формул* (4) § 11 для квадрата д1агоцали прямоугольнаго 
параллелепипеда им^емъ 

г» = X' ^ ,/ + /, (1) 

т.-е. квшУрашъ разспгояшя иакои-нибудь точки (х, у, г) отъ начала 
координатъ равенъ суммгь квадратов^' прямоугольныхь координатъ 
точки. 

Для точки, изображающей направлен1е г, им-Ьемъ 

1 =^ со8^ {гх) + со8* (ту) + сов' (г^), 

что было уже доказано въ § 11. 

Проекгфь на осяхъ координатъ разстоянгя между двумя точками 
Ж и М'- выражаются разностями прямоугольныхь соотвтьтствен- 
иыхь координатъ этихь тючекъ. Цусть х, у, г будутъ координаты 
точки М\ а х\ у\ г координаты точки М\тиЖМ=^ г, причемъ Ж 
разсматривается какъ начало г; тогда х — х\ разность между коор- 
динатою конца и координатою начала, есть проекщя г на оси х, 
направленной въ сторону положительныхъ координатъ. Въ самомъ 
л*л'Ь: прямая ОМ замыкаетъ ломанную лин1ю ОМ' + М'М\ 
поэтому 

проекц. ОМ = проекц. ОМ' + проекц. М'М\ 

следовательно, 

проекц. М'М = проекц. ОМ — проекц. ОМ', 

т.-е. 

г сов {гх) = X — х'. 

Также докажется, что 

г сов {гу) = у — у, г сов (г^) = ^ — /. 
Сумма квадратовъ этихъ величинъ даетъ 
И [сов>'(гх) + со^' (гу) + совЧг^)] = {х — х'У + (у — уУ + (^ — ^г7 

или 

и = (X - х')' + (у- уУ + (,- /)^ (2) 
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т.-е. квадратъ разсшоятя меоюду двумя точками равенъ сумм1ь ква- 
дратовъ разностей прямоуюм>иыхъ соот^егьтственныхъ коордииатъ 
этиосъ точекъ. Формула (2) приводится къ формул* (1), когда 
X =0у у -=^0, / = 0, т.-е. когда точка Ж' въ начал* координатъ. 
Изъ способа опред4лен1Я м*ста точки М помощью ея коорди- 
натъ X, у, легко вид'Ьть, что изъ координатъ, прямоугольныхъ 
или Босоугольыыхъ, можно составить ломанную лишю, въ которой 
стороны суть длины координатъ, наприм4ръ, такъ: первая сторона 
есть длина ж, вторая длина у, третья длина х!. Прямая ОМ = г, 
проведенная изъ начала координатъ въ точку (х, у, г\ замыкаетъ 
эту ломанную лишю; поэтому проекц1Я ея на какой-нибудь оси I 
равна сумм* проекщй сторонъ этой ломанной лин1и; следовательно, 
если Ху у, г положительный, то можно написать 

г С08 (И) = а: С08 (х1) + у С08 {у1) + е со8 {гЦ. (3) 

Эта формула справедлива и въ случа* отрицательныхъ значен1й 
X, у, г, Въ самомъ д-Ьл*: если х сделается отрицательнымъ, то 
въ ломанной лиши будетъ сторона — х, составляющая съ напра- 
влешемъ I уголъ дополнительный До 180° къ углу {х1\ т.-е. 
уголъ, у котораго косинусъ есть — со8 {х1)\ такъ что въ фор- 
мул* (3) вместо X С08 {х1) будетъ — х , — со8 {хТ), что опять соста- 
вляетъ X С08 {х1\ 

Формула (3) показываетъ, что проекцгя па какой-нибудь оси I 
прямой г, проведенной изъ начала координатъ въ какую-нибудь точку 
^ (л^» У^ ^)» равна суммп» проекщй на оси I координатъ этой тючки ^ 
будутъ ли координаты прямоуюльныя или косоуюльныя. 

Положимъ, что I есть длина, проведенная изъ начала коорди- 
натъ. Взявъ ея направлеше за ось проекц1й и помноживъ на I 
уравнеше (3), получимъ 

г1 С08 {г1) = х1 со8 {х1) -\- у1 со8 (у1) -{- 01 со^ {Л), (4) 

Зд-Ьсь I С08 {х1\ I со8 (у1), I С08 (01) суть проекщй длины I на осяхъ 
координатъ; следовательно, формула (4) показываетъ, что произве- 
денге двухъ прямыхъ г и 1^ проведенные изъ начала координатъ, 
и косинуса угла, меоюду ними заклю^шющаюся, равно суммп» пр€тз- 
веденгй координатъ х, у, конца одной изъ ниосъ и проекцгй другой 
на соотвП}тственныхъ осяхъ. 

Когда координаты прямоугольныя, тогда 1со^(1х), 1сов(1у) 
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ио&ф) суть координаты конца I Означивъ эти координаты чрезъ 
^\ У 7 ^\ будемъ им4ть 

Г?С08 {г1) = XX + уу' + 00\ (5) 

т.-е. произведете двухъ прямоммейныхъ отргьзковъ, цроведенныхъ изъ 
начала координатъу и косинуса угла, меоюду ними закмочаюищгося, 
равно сулшгь произведенгй соотегьтственныхъ координатъ концевъ 
^тихъ отргьзковъ или ихъ проекцш на осяхъ координатъ. 

, Вместо г и I иожно взять отрезки, равные и параллельные 
имъ, какъ-нибудь пбмЬщенные въ пространств*, но въ одну сто- 
рону съ ними направленные; потому чтб проекщи отр^зковъ рав- 
лыхъ, параллельныхъ и въ одну сторону направленныхъ одинаковы. 
Положивъ г=1 и /=1, мы получим'ь на поверхности шара 
рад1уса равнаго единиц*, им*ющаго въ начал* координатъ центръ, 
дв* точки т ж т\ изобрашаюпця направлешя прямыхъ г и 2; 

тогда 

X = сов {гх\ у =■ С08 (гу), г = соз (гя), 

х' = сов (1х), у = сов (?у), г = сов (10) 
и формула (5) даетъ 

сов {г1) = сов (гх) сов Ох) + сов (ту) сов (1у) + сов (г0) сов (10Х (6) 

т. е. косцнусъ угла меоюду направленгями двухъ прямыхъ равснъ суммп> 
произведенгй косинусовъ угловъ, составляемыхъ прямыми съ прямо- 
уюльными осями координатъ, 

Въ случа* перпендикулярности прямыхъ г и I им4емъ 

сов {тх) С08 (к) + сов {гу) сов Ну) + сов {г0) сов 0,0) = 0. 

— * Въ случа* косоугольныхъ координатъ прямоугольныя проекщи 
на осяхъ координатъ прямой г, проведенной изъ начала коорди- 
латъ въ точку М{х, у, 0), не равны координатамъ х, у, 0\ но он* 
могутъ быть легко опред4лены, когда эти координаты даны и из- 
в:&стны углы (у^ег), {х0), {ху) между осями координатъ. 

Означая чрезъ и, г;, т проекщи г на осяхъ, направленныхъ въ 
сторону положительйыхъ координатъ, и чрезъ X, [х, V косинусы 
угловъ (у;8г), {0х) и (ху), составлясмыхъ этими направлешями, по 
формул* (3), взявъ для I направлен1я Оа?, Оу, О^е?, получимъ: 

и =^ а? + уу + {х^ег 

г; = уж + у + >^ ^. (7) 

м? = [ха; + ^У + ^ 
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Положивъ въ' формул* (4), что I равно и совпадаетъ съ г, бу- 
демъ им4ть 

г' = жг* + У^ + ^^» (в) 

а это помощью формулъ (7) приводится къ выражен1ю: 

/ = д;« + 2/' + ^ + Щ^ + ^\^^ + 2Vл:г/, (9) 

что согласно съ формулою (3) § 1 1 ]у1я квадрата Д1агонали парал- 
лелепипеда. 

йзъ формулы (9) легко вывести вообще выражен1е квадрата 
разстояшя М'М между точками М(х, у, л) и Ж {х\ у\ /). Про- 
ведемъ чрезъ начало координатъ прямую г, равную, параллельную 
М'М и въ одну сторону съ ней направленную, предполагая, что 
М' есть начало, а М конецъ длины М'М. Тогда легко вид4ть, 
что л: — х\ у — у и — / будутъ равны координатамъ тсонца г; 
следовательно, по формул* (^) будемъ им-Ьть 

ММ' = г' = {х- хУ + {у-уУ + {^-еУ + 2\ (у-у') {е,- /) + 
+ 2|х(;ег — /) {х — х') -}- 2Нх — х') (у — у), (10) 

Не трудно выразить квадратъ прямой г помощью проекц1й ея 
и, V, го на осяхъ координатъ. Полагая опяаъ, что л*, у, г суть коор- 
динаты конца г, будемъ им-Ьть формулы (7), изъ которыхъ выводимъ 



1 



У = д [ГХ1Х-Г V) г* + (1 — |х*) г; + (а7 — \)^] 
^ = [(XV — ^х) г/ + ([АУ — X) г; + (1 — у^)м;] 



(11) 



гд4 Д = 



1, а, V 

}х, 1, X = 1 — X* — а' — V* + 2Ха7. 
I V, X, 1 , 
Подставивъ эти выражен1я для х, у, & въ формулу (8), получимстЕж 

^=\ [(1 — ^•) «*' + (! — [^ь') г^ + (1 — уО гс' + 2 ([XV — Х)«;гг^ -+- 

+ 2 (XV — 1а) г/м; + 2 (Ха — V) г^/;]. (1 2> 

Если положимъ г=1, то будемъ им^ть 

и = С08 {гх\ V =^ со8 (гу), го = сов {гг) 
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и формула (12) дасгь въ этомъ случа* 

Д = (1 — X') С08* (гаг) + (1 — !д.') сов' (п/) + (1 — V') со8* (т) + 
+ 2 (|Х7 — X) С08 (гу) С08 (г2) + 2 {XV — 11) С08 (Н) С08 (гх) + 

(Х|х — у) С08 (гх) С08 (гу). ( 1 3) 

Это уравнеше представляетъ услов1е, которому должны удовлетво- 
рить косинусы угловъ, составляемыхъ какою-нибудь прямою г съ 
осями координатъ. Въ случа^Ь прямоугольныхъ осей будетъ: X = О, 
а 1=0, 7=:: О, Л = 1; отчего уравнеше (13) приводится къ уравне- 
Н1Ю, найденному выше: 

С08* (гх) + со8* (гу) + С08 (:п) = 1. 

Зам4тимъ еще весьма простой способ7> написать выражен1я 
(7) и (11). Если означимъ чрезъ 2В выражен1е (9), то будемъ им'Ьть 

дВ дВ 611 ,:,. 

а означивъ чрезъ 2Е' выражеше (12) найдемъ, что 

дИ дВ' дВ' ,,^. 

* — ди. -^ ди дго 

92. Уравиеше поверхности. Пусть будетъ АВСВ какая-нибудь 
поверхность, Ох, Оу, Ог три оси координатъ, М точка, произ- 
вольно взятая на этой поверхности, "л х, у^ г ея координаты. Про- 
ведя чрезъ точку М прямую, параллельную 
оси Ог, зам-Ьтимъ пересЬчеше ш этой пря- 
мой съ плоскостью хОу. Очевидно, что поло- 
жение точки Жзависитъ отъ положен1я точки 
ш, такъ, что если дано положен1е ш, то опре- 
делится и положен1е Ж. Въ самомъ д-Ьл*, 
зная положен1е т, можемъ провести чрезъ ш 
лрямую тМ^ параллельную оси Ог, до встр4чи 
съ поверхностью; точка встречи будетъ М\ ^"^- ^^'^ 

яри этомъ определится длина шМ, которая, 
будучи взята съ + или — смотря потому, какъ опа направлена,. 
даетъ координату г\ следовательно, 8 будетъ определена, когда 
изв'Ьстны координаты хну точки т, который изображены чрезъ 
О^Р и Рт. И;зъ этого можемъ заключить, что ;г есть функщя отъ 




01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



— 252 - 

X ж у, т. -е. одна изъ коср^динатъ какой-нибудь точки поверхности 
АВСВ есть функ1я двухъ другихъ, такъ что можно положить 

^ = ({х, у). 

Ори этомъ должно разсматривать хну какъ независимый пе- 
ременный; потому что можно изменять X, не переменяя у, а также 
изменять г/, не переменяя х. Въ самомъ д^л^: вместо т можно 
взять точку п на прямой тщ параллельной оси Ох\ тогда х пере- 
менится, потому что ОТ переменится на 0Р\ а у остается безъ 
перемены, такъ какъ пР' = шР\ вместе съ темъ г можетъ пере- 
мениться, оттого что тМ переменится на пN. Можетъ случиться, 
что прямая, возставленная изъ т, встречаетъ поверхность въ двухъ 
или более точкахъ, тогда величинамъ х т у соответствуютъ не- 
сколько значешй ^е?; но каждое значеше совершенно определенно 
и можетъ быть разсматриваемо какъ функцтя х ж у. 

Для того, чтобъ г было функщею двз^хъ независимыхъ пере- 
менныхъ X я у, надобно, чтобы х, у, были связаны уравнен1емъ 
вида 

^(х, у, г) = 0. 

Это уравнен1е называется уравненгемъ поверхности. Напримеръ, 
если означимъ чрезъ д?, у, прямоугольныя координаты какой-ни- 
будь точки на поверхности шара, у котораго центръ находится въ 
точке а, [5, 7, а рад1усъ равенъ г, то уравнен1е шара будетъ 

(а; - а)' + (у-?)'4-(^ --;)' = »•'. 

где а, [3, у и г должно разсматривать какъ постоянный, а а:, у, ^ 
какъ переменный. Это уравнен1е выражаетъ обш;ее свойство точекъ 
поверхности шара, а именно: разстоян1я всехъ точекъ поверхности 
отъ центра равны одной и той же длине г. При начале коорди- 
патъ въ центре это уравнеше беретъ видъ: 

^' + / + ^' = г\ 

— * Въ случае косоугольныхъ осей координатъ, составляющихъ 
углы {у г), {гх) и {ху\ косинусы которыхъ суть X, [л, V, уравнеше по- 
верхности шара, имеющаго центръ въ точке (а. |5, у) н радхусъ г, 
получится по формуле (10): 

{х - а)' + {у - ;3)' + {,- V)' + 2\{у- 3) {^ - т) + • 
+ 2а(^ — ^)^х—7) + 2^^{х — а) (у — }) = г\ 
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93- Можетъ случиться, что одна изъ координатъ х, у, г точки 
поверхности им-Ьетъ постоянную величину и следовательно, не за- 
виситъ отъ двухъ прочихъ. Такъ, наприм'Ьръ, для вс4хъ величинъ 
X = ОТ, у = тТ координата ^ = тЖ можетъ и1гЬть постоянную 
величину; тогда очевидно поверхность АЗСВ есть плоскость, па- 
раллельная плоскости хОу, и уравнен1е ея будетъ вила г =^ с^ 
гд4 с постоянное количество. 

Уравнеше ^ = О принадлежитъ кординатцой плоскости хОу\ 
х = О есть уравненхе координатной плоскости уОг, ^ х = а урав- 
нен1е плоскости, ей параллельной. Уравненхе у= О принадлежитъ 
плоскости хОз, а у =^Ь плоскости, ей параллельной. 

Можетъ еще случиться, что одна координата точки (х, у, я), 
взятой на поверхности, есть функц1я одной только изъ двухъ 
прочихъ координатъ, наприм^ръ в функщя только у, т.-е. не за- 
виситъ оть X. Тогда поверхность есть цилиндръ съ производящего, 
параллельною оси Ох. Пусть дано: 

= /"(у) или Р(у, 2) = 0. 

Если положимъ л: = О, т.-е. станемъ разсматривать только 
точки, находящ1яся на плоскости уОг, то ;? = ({у) представитъ 
уравнеше некоторой лин1и АВ въ этой пло- ^ 

скости. Координаты у = ОР и 0=Рт одной в [_ __ 

. изъ точекъ т этой лиши принадлежать '^^^^^^^в 
также всякой точк* Ж", взятой на прямой, ^ ^^^^^=^ 
проведенной чре.зъ т параллельно оси Ох, ': /о ^ 

а потому уравнеше ^/р 

= ау\ или Т{у, ^) = ^"^-13^ 

при всякомъ X принадлежитъ точкамъ прямыхъ, параллельныхъ 
Ох^ проведенныхъ чре.зъ разныя точки лин1и АВ, т.-е., точкамъ 
цилиндра, на которомъ лежатъ всЬ эти прямыя. 

Зд-Ьсь АВ есть направляющая цилиндра или сл-Ьдъ его на 
плоскости уО^. Когда уравнен1е г == ({у) первой степени, тогда 
ЛБ есть прямая лин1я, и вместо цилиндра будетъ плоскость, па- 
раллельная оси Ох, 

Точно также найдемъ, что уравнен1е /' {х, ^) = О при- 
надлежитъ цилиндру съ прои.зводящею, параллельною оси Оу, а 
/*(-^5 У)^^ ^ цилиндру съ производящею, параллельною оси Ог. 
Ч^тобы уравнен1е /"(х, у, 2)^=^0 могло принадлежать поверхности, 
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надобно, чтобы оно могло быть удовлетворено вещественными ве- 
личинами X, у, г^ способными изменяться непрерывно. 

Уравнеше между х, у, г можетъ не представлять никакого 
геометрическаго м^^ста, наприм4ръ 

^' + у' + ^'Н- 1 = 0; 

потому что оно не можетъ быть удовлетворено вещественными ве- 
личинами X, у, г. Иногда уравнеше представляетъ отд-Ьльныя 
точки или отдельный лин1и. Наприм'Ьръ уравпеше 

X» + 2/* + ^* = О 

принадлежитъ одной точк4, а именно началу координатъ; потому 
что ему удовлетворяютъ только величины л: = О, ?/ =^ О, 2^ = 0. 
Уравнеше 

(^* ^У'^е — г»)* 4- (. _ а)» = 0. (а) 

можетъ быть удовлетворено только величинами х, у, г, удовлетво- 
ряющими двумъ совокупнымъ уравнен1ямъ: 

^' + ^' + ^' = ^' и ;? = « (Ь) 

Первое изъ этихъ уравнен1й (въ случае координатъ прямоуголь- 
ныхъ) принадлежитъ шару радхуса г, а второе плоскости парал- 
лельной съ плоскостью ху\ поэтому величины х, у, г, удовлетво- 
ряющ1я обоимъ уравнен1ямъ, принадлежатъ пересЬченхю шара съ 
плоскостью; следовательно, и уравненхе (а) удовлетворяется коор- 
динатами точекъ не поверхности, а лиши. 

Всякую лин1ю можно рассматривать какъ пересЬчеше двухъ 
поверхностей. Уравнен1я этихъ поверхностей принимаются за ура- 
внешя лиши. Такъ, наприм^ръ, уравнен1я (Ь) суть уравнен1я 
круга, происходящаго отъ перес4чен1я шара, им4ющаго центръ въ 
начал-Ь координатъ, съ плоскостью, параллельною плоскости хОу. 

Чаще всего лин1ю въ пространств* разсматриваютъ какъ пере- 
сЬченхе двухъ дилиндровъ, проектирующихъ ее на дв* плоскости 
координатъ, и уравнешя этихъ дилиндровъ берутъ за уравненш 
лиши. Пусть будетъ АаЬВ цилиндръ, проектирующ1Й лин1Ю А1№ на 
плоскость хОг^ АаЬВ цилиндръ, проектирующШ ту же лин1ю на 
плоскость уОг. Такъ какъ производящая у перваго цилиндра па- 
раллельна оси Оу, а у второго оси Ох, то уравнен1е перваго ци- 
линдра будетъ вида 

/Х^, г) = О, 
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а второго ^.(У^ ^) ^ О 

Эти два уравнен1Я, вм'Ьст'Ь взятыя, представятъ лин1Ю АВ. Ура- 
внев1я ({х, ^) =^ О, у =^ О принадлежать проекщи ея аЪ, а 
^(у- -г) = О, X =^ О проекщи а'Ь'. 

Изъ уравнешй: /*(д:, 0) = О, ^{х^ у)=^0 
легко вывести уравнен1е третьяго цилин- 
дра АВа"Ъ\ проектирующаго лин1Ю АВ 
на плоскость хОу\ для этого надобно 
только исключить изъ нихъ коо1)Линату 
л. Въ самомъ д'Ьл'Ь: уравнеше цилиндра ф ^ у^^ 

АВаЪ" должно быть вида ср {х, у) = О, и 
координаты X. у, ему удовлетворяющ1Я, 

должны быть т* же, что въ уравнешяхъ: /*(ж, е) = О, Т^^у, 0) = О, 
потому что он-Ь принадлежать точкамъ линш АВ, а такое свойство 
можетъ им'Ьть только уравнен1е, происшедшее отъ исключен1я 2 
лзъ уравненШ /'(а:, 0) =• О, 1'(у, г) === 0. 

94. Общее уравнеше плосиости- 

Пусть дана плоскость Р; означимъ черезъ 6 длину перпенди- 
куляра, опущеннаго на нее изъ начала О координатъ, прямоуголь- 
ныхъ или косоугольныхъ. Если возьмемъ направленхе 8 за ось 
проекщи, то 8 будетъ проекц1я всякой прямой ОМ, проведенной 
изъ начала координатъ въ точку М{х, у, в\ произ^зольно взятую 
на плоскости Р, а по форму л4 (3) § 91 проекщя ОМ равна сумм'Ё 
проекщи координатъ х, у, )з\ следовательно, 

X С08 (ол;) + у С08 {оу) + г С08 (о^) = о. '(1) 

Этому уравнен1ю удовлетворяютъ координаты всякой точки пло- 
скости Р при постоянныхъ значен1яхъ сов (8гс), со8 (8у), со8 (о^) и о; 
сл'Ьдовательно, оно есть уравнен1е плоскости Р. 

Въ случа4 прямоугольныхъ осей координатъ углы {ох), (оу), (о^) 
равны двуграннымъ угламъ, составляемы мъ плоскостью 1* съ плос- 
костями координатъ уО:г, хОг, хОу, которыя для сокращешя 
будемъ означать такъ: у^е?, хг^ ху. Въ самомъ д^л*: известно, 
что уголъ двухъ плоскостей измеряется угломъ прямыхъ, къ нимъ 
лерпендикулярныхъ, а такъ какъ о перпендикулярна къ Р и Ох 
перпендикулярна къ плоскости у^, то ^ (Ьх) = А (Р, у^ег); также 
найдемъ: ^ {Ьу) = /. {1\ гх\ ^ {Ьг) = ^ (Р, ху)\ следовательно, 
уравнеше (1) можно представить подъ видомъ 

X С08 (Р, у г) + у сов (7^, гл^ + г со8 {1\ ху) = о. 
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Всякое уравненге первой степени относительно прямдлинейныхъ. 
координатъ х, у, и принадлеоюитъ игькоторой плоскости. 
Такое уравненхе им^етъ общ1й видъ 

Ах + Ву^-Сг^ В. (2> 

Докажемъ, что, каковы бы ни были величины А, Д О, В, это 
уравненхе можно сделать тожественнымъ съ уравнен1емъ (1) и 
найти величины (8а:), (8у), (Ь^) и 8, опред'Ьляюпця положеше 
плоскости, которой, уравнеше принадлежитъ. 

Для тожественности уравнен1й (1) и (2) необходимо: 

сов (Ьх) __ С08(Ьу) _ сов (8^) _ 8^ 

^А~— ~В~~~~С~~~В' ^^^ 

Присоединивъ къ этимъ услов1ямъ уравнеше, связывающее коси- 
нусы угловъ, составляемыхъ прямою 8 съ осями координатъ, будемъ 
им-ЬтБ столько уравнен1й, сколько неизв^стныхъ величинъ: 8, сов (Ьх), 
сов (Ьу), сов (Ьг) и можемъ изъ нихъ вывести величины посл'Ьднихъ. 
Положимъ сперва, что оси координатъ прямоугольныя. Тогда 

сов* (Ьх) + сов' (8у) + сов' (8;е) = 1 . (4) 

Исключивъ изъ этого уравнен1я помощью пропорцШ (3) со8(&г)> 
сов(8у), сов(8;ег), получимъ 

&^ + В'^ ' В'^ ""^' 
откуда выводимъ 

8 = .--^^ ; (5> 

поел* этого помощью пропорцШ (3) получимъ: 

Л 



сов (Ьх) =^ - 



=^>/^' + БЧ-с* 


в 


с 



С08(8у) = ^^-^-^-^_^__=.^ \ (6) 

сов (8;2?) = 

±Уа'-^в'~+с' 

Такъ какъ 8 должна быть положительною величиною, то въ 
формул* (5) при корн4 должно взять тотъ знакъ, кото1)ый им-Ьеть 
величина В. 
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— * Если оси координатъ х, у, & косоугольныя и составляютъ углы 
л^Ог, гОх, хОу^ которыхъ косинусы суть X, |х, V, то для опред4- 
лешя 8, со8(6лг), со8(8у), со8(о^) надобно къ пропорщямъ (1) при- 
соединить уравнеше (13) § 91: 

Д = (1 — X') С08" {Ьх) + (1 — !х') С08" (ог/) + (1 — V») С08' {Ьг) + 

+ 2 (|ху — X) С08 (8у) С08 {Ьг) + 2 (уХ — [л) С08 {Ьг) С08 {Ьх) 

+ 2 (Ха — V) С08 (8а;) С08 {Ьу\ 

Подставивъ въ него вместо соз {ох), со8 {Ьу\ соз {Ьг) ихъ величины, 
выведенныя изъ пропорщй (3), получимъ уравнен1е, .которое даетъ 



о = 



± У[{1 — Х')А'+(1—1^')В' + (1—\')С'~+ 2('^у— Х)БС + 

+ 2 (уХ — 1х) С4 + 2 0^\^ — V) ЛВ, (7) 

гд* должно взять знакъ -|- или — , смотря потому, будетъ ли В 
положительное или отрицательное. 
Положивъ для сокращен1я 

Т= ь/"-^ [(1-X«)^•+(1-!x')5'+(1-V')С7• + 2 (-х7-/.)БС + 

+ 2 (>Х — [х) СЛ + 2 (V — V) АВ]. 
<5удемъ и1гЬть 

потомъ изъ пропорщй (3) выводимъ 

С08(гл;) = ± -~ 

С08(82/)-^^ [. (8) 

Величину Р можно разсматривать какъ длину, у которой про- 
екпди на осяхъ координатъ суть Л, Д С, коэффищенты линейной 
функщи Ах + Ву+ Сг, 

она называется параметромъ этой функщи. Формулы (8) даютъ 

С08 С8х) = ± С08 (Рх), С08 (Ьу) = ± С08 (Ру\ С08 (оз) = ± С08 (Ру). 
I. Сомовъ.— Гвомвтр1я. 17 
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Изъ этого видно, что 8 им4етъ направден1е Р иди противо- 
положное, смотря потому, будетъ ли В положительное или отри- 
цательное. * — 

Изъ доказаннаго въ нача-и-Ь этого § заключаемъ, что уравнеше 

всегда принадлежитъ никоторой плоскости, которая определяется 
сл-Ьдующимъ образомъ: помощью проекщй на осяхъ координатъ 

8 со8 {Ьх), 8 С08 (8у), 8 С08 {Ьг) 

построимъ прямую 8, имеющую начало въ начал'Ь координатъ, и 
чрезъ конецъ этой прямой проведемъ плоскость, къ ней перпенди- 
кулярную. 

Частные случаи: 

Уравнен1е 

Ах + Ву-\-Сг = 

принадлежитъ плоскости, проходящей чрезъ начало координатъ; 
потому что 8 = 0, или потому, что ему удовлетворяютъ координаты 
начала ж = 0, у^=0, 0^=0, 

Уравненхе Ах + Ву ^=^ В, не содержащее координаты 0, при- 
надлежитъ плоскости, параллельной оси О/з (см. § 93). 

Уравненхе 

Ах =^ В или ж = -7 
А 

принадлежитъ плоскости, параллельной плоскости координатъ у^. 
95. Если уравнен1е плоскости 

Ах + Ву+ Сг = В (1) 

полное, т.-е. въ немъ ни одинъ изъ коэффищентовъ А, Д (7, В 
не равенъ нулю, то плоскость перес*каетъ координатныя оси Ох, 
Оу, Ог въ трехъ различныхъ точкахъ а, Ь, с. Легко найти коор- 
динаты этихъ точекъ, а именно: для точки а им4емъ у = О, 

г ^=^0 и ж = — ; для 6, ;з? = 0, х = ^) и у = — , а для 

Л . 2) ^ 

с, X ^=0, 2/ — О и ^ = — . Опред4ливъ такимъ образомъ точки 

С 

а, Ь, с, можемъ провести чрезъ нихъ плоскость. Эта плоскость 
им^егь уравнеше (1). Обратно, по даннымъ точкамъ а, &, с^ 
т.-е. по ихъ координатамъ 

В В В 

^'^ Г ''=В^ '=С 
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легко найти уравнен1е плоскости, проведенной чрезъ эти точки. 
Посл^дшя равенства даютъ 

А^^, В=^, С=^; 

р ^ г 

подставивъ эти величины А, Д С въ уравнен1е (1) и разд4ливъ 
уравнеше на I), получимъ уравнеше искомой плоскости 

р ^ Г 

Зд4сь сумма отношенш координатъ произвольной точки плоскости 
къ соотвп>тственнымъ координат^1мъ точекъ пересп>ченгй плоскости 
съ осями равна единигщ- 

Всякую плоскость можно построить помощью ея сл^довъ на 
двухъ плоскостяхъ координатъ. 

Если положимъ въ уравненш Лх -\- В^ + 00 = В, что х = О, 
то получимъ уравнен1е Ву -{- С^ = I), принадлежащее прямой въ 
плоскости (у^г^, и .по способу, показанному въ § 24, мы можемъ 
начертить эту прямую; также, положивъ у = О, получимъ прямую 
Ах -\- С^ = В въ плоскости хг и можемъ ее построить. Эти пря- 
мыя будутъ сл4ды искомой плоскости на плоскости координатъ; по 
нЕмъ определится положение самой плоскости. 
96. Уравнетя прямой, 

Уравнешя прямой линш суть уравнетя двухъ плоскостей, 
чрезъ нее проведенныхъ, взятыя вм^Ьст*. Обыкновенно прямую 
опред'Ьляютъ двумя плоскостями, проектирующими ее на плоско- 
стяхъ координатъ хОг ж у Он. Уравнеше первой плоскости им^Ьотъ 
видъ 

X =^ аг -^ р, 
а уравнен1е второй 

следовательно уравнешя: 

х = а0+р, у = Ъ -{-€[, (1) 

вм*ст4 взятыя, суть уравнешя данной прямой. Уравнен1е плос- 
кости, проектирующей прямую на плоскости хОу^ найдется, какъ 
было сказано въ § 93, чрезъ исключенхе 8 изъ предыдущихъ урав- 
нешй; это уравнен1е есть 

ау — Ьх =^ а2 — Ър. 

17* 
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Для цостроешя прямой по даннымъ ея уравнен1ямъ (1), надобно 
найти дв4 ея точки, наприм4ръ ея сл-Ьды на двухъ плоскостяхъ 
координатъ, и соединить эти точки прямою. Для сл-Ьда Р на плос- 
кости хОу им'Ьемъ ^ = О и следовательно, 

т. -е. постоянные члены р и д^ въ уравненгяхъ прямой суть коорди- 
наты слгьда прямой на плоскости хОу. Для сл^да ^ на плоскости 
^Ох, должно положить ^ = О, отчего получимъ 

Ъ^г -{- д =: О, X =^ а^ -{- р; 
и 

д аа 

. = -^, х = -^+р, 

Опред^ливъ точки Р к ^, проведемъ чрезъ нихъ прямую, которая 
и будетъ искомая. Для поверки можно определить трет1й сл^дъ Б 

на плоскости уО^:. Координаты его суть: х =^ О, 5^ = — - , 
Ьр, .а 

Три сл4да Р, ^, В совпадаютъ въ одну точку съ началомъ 
координатъ, когда прямая проходить чрезъ это начало; тогда 
р = О, д = О и уравнен1я прямой берутъ видъ: х = а^:, у = Ъг. 
Для проведешя прямой въ этомъ случа*, надобно найти какую- 
нибудь точку С, которой координаты удовлетворяли бы уравнен1ямъ: 

х = а^, у =^ Ъг, 

и соединить потомъ эту точку съ началомъ координатъ. 
Постоянныя а и 6 въ уравненхяхъ прямой X, 

х = аг + р, у = Ъ0 -{- 2у 

зависятъ отъ угловъ, составленныхъ прямою съ координатными 
осями, и могутъ послужить къ вычислен1Ю этйхъ угловъ. Для 
удобства мы зам^нимъ данную прямую Ь другою, ей параллельною Х' , 
проведенною чрезъ начало координатъ, и означимъ буквами а, "^у у 
углы, которые составляетъ последняя съ осями Ох, Оу, Ог. Урав- 
нен1я прямой Ь' суть: 

X = ая, у = Ы, 

где а и Ь гЬ же, что и въ уравнен1яхъ прямой X. Въ самомъ 
дел4: такъ какъ прямая Ь' проходитъ чрезъ начало координатъ. 
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то въ уравнешяхъ ея не должно быть постоянныхъ членовъ р ъ^у 

а по параллельности соотв-Ьтственныхъ проекщй двухъ параллель- 

ныхъ прямыхъ I/ и X' коэффицхенты при ^ въ уравнен1яхъ этихъ 

проекщй: 

X =^ аг и л;.= аз + р^ 

у ■=^Ы и ^ = Ья + 9' 

должны быть равны (см. § 25 зад. I). 

Полагая, что координаты прямоугольны, означимъ чрезъ г раз- 
стоян1е отъ начала координатъ точки {х, у, г\ взятой на прямой Ь'\ 
по доказанному въ § 90, имйемъ 

а: = г сов а, у = г сов р. =^ г сов у. 

Подставивъ эти величины координатъ въ уравнен1я прямой 11 \х^=^ а^, 
у = Ы^ получимъ 

г сов а = а г сов 7, г сов |3 = Ь г сов у; 

откуда выходитъ 

сов а , сов 3 
сов у сов 7 

Изъ этихъ уравнешй, вм-Ьст* взятыхъ, и услов1я 

сов* а + сов^ ^ + сов* Т = 1 
легко вывести сл*дующ1я формулы: 

а Ъ 

С05 а = , сов 3 =^ 



сов 7 = ^ — = . (1) 

:±:Уа' + Ъ\+1 

Зд'Ьсь предъ корнемъ должно взять знакъ + или — , смотря 
потому, будетъ ли у < 90° или у > 90°, т. е. знакъ + относится 
къ направлешю прямой Ь\ составляющему острый уголъ съ О0, 
а знакъ — къ противоположному направлешю. 

— * Когда оси координатъ косоугольныя, тогда сов а, сов р, сов у 
определяются сл^дуюпщмъ образомъ: по форму ламъ (7) § 91 для 
проекцхй какой-нибудь прямой на осяхъ координатъ им4емъ: 

г сов а = а: + ^2/ + [1^ = (а + Ьу + р.) ^ 

г сов р = уд? + у + ^ = («V + Ь + X) -2^ 

г сов 7 = ^1^ + лу + ^ = (а|х + ЬХ + 1) 0, 
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а по формуле для разстоян1я точки отъ начала координаа^ найдемъ: 



поэтому 



г = ± ;г / «• + Ь* + 1 + 2 ^Ь + 2|1.а + 2 V аЬ ; 

а-\^ Ьу + И* 

УЖ+Ь'+Л + 2ХЬ + 2^» + 2^^ 
ау + Ь + X 



сов а = 



С08 Р = 



С08 у = 



а|р^+ Ъ1+ 1 

±/аН-Ь*+1 + 2ХЬ + 2!ха + 2уаЬ 



(2) 



I 



1у = < 



97. Задачи: 

1. Найти координаты точки п^ес^ьчетя двуосъ данныхъ прямыхъ. 

Пусть будутъ дв* прямыя: 

;.= а<2^-}-^ у \х = ае-\'р' 

Если он* пересекаются, то величины х, у, г, удовлетворяющ1я ихъ 
уравненхямъ, вм4стй взятымъ, будутъ координатами точки ихъ пере- 
с4чен1я. Следовательно, для опред4лен1я этой точки, надобно ре- 
шить данный уравнения относительно х, у, 1г. Но зд-Ьсь чис^^о урав- 
нешй превышаетъ число неизв^стныхъ, а потому можно исключить 
вс4 три неизв*стныя л;, у, г\ выводъ исключен1я представить усло- 
в1е, которому должны удовлетворять постоянныя уравнешя I т 1\ 
для того, чтобы прямыя могли пересекаться. Это услов1е есть 

{^' -Р) (Ъ — V) = (а' -^)(а- а). (1) 

Когда оно удовлетворено, тогда для опред*лешя координатъ точки 
перес*чен1я надобно вывести величины х, у, г изъ трехъ уравнен1й, 
взятыхъ между 4-мя I и V. Такимъ образомъ получимъ: 



X 



ар — ра 



_к'- 



•Ф ^_р:- 



-р 



Ь — ь' 



а — а' ' Ъ — Ь' а — а 

Уравнеше (1) удовлетворено также въ случаЬ параллельности 
прямыхъ I ж I'; потому что тогда а =^ а и Ъ = Ъ\ Следовательно, 
оно выражаетъ вообще услов1е, что прямыя I и Г лежатъ въ одной 
плоскости. 

П. Вычгсслишь уюлъ, составляемый двумя прямым/и. 

\=:а1г-{-р у {х=^аг-\-р 

Ъ0 + 2 \у = ъ'2^^ 



I 
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По формул*!^ (5) § 91 им'Ьвмъ 

С08 (й') = СОВ (1х) С08 {1'х) + С08 (1у) С08 {1'у) + С08 (и) С08 (Г)&), 

а по формуламъ (1) § 96 

С08 (1х) = — ::^~гг^— ^ -~- , С08 (? Л?) = - . , - ^=г- 

С08 %) = -- -- — , С08 (Ту) 



сов (к) = —р=1^^= , С08 й'г) = "7^- --- --_-=гг^ : 

1/а* + Ь' + 1 1/а" + Ь'^ + 1 

поэтому 

С08 (й ) = —г--- ■ — — г • 

1/а' + Ь' + 1 /а* + Ь" + 1 

По выражен1ю со8 (й') легко найти выражешя другихъ триго- 
нометрическихъ величинъ угла (й'). 

Въ случае взаимной перпендикулярности црямыхъ I и X им4емъ 
/_ (В') = 90° и следовательно, сов (й') = О, т.-е. 

аа + ЬЬ' + 1 = 0. 

— * Пусть А^ А' будутъ точки, изображающая прямыя? и Г на 
поверхности шара рад1уса единицы и им4ющаго центръ въ начал* 
координатъ; означимъ чрезъ х, у, г координаты точки А, чрезъ 
X у координаты точки А' при осяхъ координатъ косоуголь- 
ныхъ, и пусть а, р, у будутъ проекпди длины ОА на осяхъ коор- 
динатъ. По формул* (4) § 91 будемъ им*ть 

С08 (Й') = С08 {АО А') = ха + 1/|В + ;8?у, 

а по формуламъ (7) того же § 

а = х -{- уу' + ^' 

? = VЖ' + у' + >^' 

Т = !^'Ч- >У + ^'; 
слгЬдовательно, 

С08 (й') = х{х' + ^у + {х/) + у (уд;' + у' '\-Ь:')-\-^ ([аж' + Ху' + я'). 

Уравнешя прямыхъ 0-4 и О А' выведутся изъ уравнен1й прямыхъ ? и Г, 
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если положимъ р := О, р ^= О, д = о, д' = 0; поэтому уравнешя 
этихъ прямыхъ будутъ: 

х = й^(! X = а& 

у = Ъг у' = Ь'г\ 

отчего предыдущая формула приметъ видъ 

С08 (й') = [а{а + уЬ' + а) + й {ш +Ъ' + \) + уш' + \Ь' + \]ег. 

По формул* для квадрата разстоян1я точки отъ начала координатъ 
им-Ьемь: 

х^ + У^ + г^ + Щ^ + 211л:л + 2^ху = А0^=\ 
или 

(а* + Ь' + 1 + 2>Л + 2|ха + 2уаЬ)/ = 1, 
откуда 

1 

2 ■ 



— V [«' + Ь* -Ь 1 + 2X6 + 2[ха + 2шЬ\ 
также найдемъ 

1 






ш У[а^ + Ь" + I + 2ХЬ' + 2и.а •+ 2шЬ'] ' 
следовательно, окончательно 

С08(й') = 

_ ооЧ- №' + 1 + X (Ь + Ь') + о. (а + а') + V (аЬ' + Ьа') 



1/[а'— Ь'+1+2ХЬ+2^1а+2уаЬ] [а'Н-Ь'*+1+2лЬ'+2[ха'+2уа Ь'] 

Услов1е перпендикулярности прямыхъ 2 и V есть 

аа + ЬЬ' + 1 + ЧЪ + Ъ') + ^{а + а) + V {аУ + Ьа) = 0. 
* 

III. Вывести уравненья прямой^ проведенной чрезъ деть данныя 
точки. 

Пусть будутъ (х у' &') и {х\ у", г) данныя точки, чрезъ- 
которыя должно провести прямую, а 

X ^=^ аг -\- р^ у ^^Ъ^ -\- ^ 

уравнен1я искомой прямой, гд-Ь а^Ъ^р и д неизв-Ьстныи количества^ 
По услов1Ю, что прямая должна пройти чрезъ точку Ж, имЬемъ 

X = а^' -|" р^ у == Ы + д'* 
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Для исЕлючен1я неизв'Ьстныхъ р л ^, вычтемъ эти два уравнен1я 
изъ двухъ предыдущихъ; отъ этого получимъ: 

X — х =^ а(0 — /), у — у =1Ъ(0 — /). (1) 

По неопределенности а и Ь, эти уравнен1я принадлежать всякой 
прямой, проходящей чрезъ точку (х\ у\ е\ Чтобы они принадле- 
жали искомой прямой, надобно, чтобы координаты точки (ж", у", /)имъ 
удовлетворяли, т.-е. 

х" — х' = а (/' - !^'\ у" -у =Ь {/ — 0); 

откуда выводимъ 

II I иг 

^_х—х ^_ у —у 

X — г — г 

Подставивъ эти величины а и 6 въ уравнен1е (1), получимъ: 

X — X . ,. , у" — у . ,. 

л — х= -г, у {г — 2), у — у= ^, 7 (^ — ^ ) 

для уравнений искомой прямой. Эти уравиен1я могутъ быть пред- 
ставлены подъ видомъ 

^ — ^' _ у — У _ ^ — ^' /9\ 

X — X у — у г — я 

и показываютъ, что разности между координатами произвольной 
точки прямой и координатами одной изъ данныхь точекъ пропор- 
тональны разностямъ координатъ данныхь тючекъ. 

Помощью уравнешя (2) можно доказать очень просто, что вся- 
кое уравнен1е первой степени, 

Ах + Ву+ С0 = П, (3) 

принадлежитъ плоскости. Возьмемъ на поверхности, которой при- 
надлежитъ уравяеше (3), произвольно дв* точки: {Ху у\ /), {х\ у\ /'), 
проведемъ чрезъ нихъ прямую (2) и докажемъ, что каждая точка 
этой прямой находится на поверхности (3). Такъ какъ точки 
{х\ у\ е\ (х\ у\ а") находятся на поверхности (3), то 

Ах + Ву' + Сг' = В, Ах + Ву" + С^' = В\ 
отсюда выводимъ 

А {х- - X) + В{у - у) + С{^" - 0') = О, 
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что, вслЬдств1е уравнешя (2), даетъ 

Л(х — х') + В(у — у) + С{г - /) = 0. 
или 

Ах + Ву^ С0 = Ах -{-Ву' + Сг = Д 

а это показываетъ, что координаты какой-нибудь точки (х, у, г\ 
взятой на прямой (2), удовлетворяютъ уравнешю (3); следовательно, 
прямая, проведенная чрезъ дв* как1я-нибудь точки поверхности 
(3), лежитъ на поверхности вс4ми своими точками. А это свойство 
принадлежитъ только плоскости. 

IV. Найти уравнетя прямой, проходягцей чрезъ данную точку 
и параллельной данной прямой. 

Пусть (х' у\ е) будетъ данная точка, а 

X = сип -\- р, у =:Ы -\' ^ 

уравнешя данной прямой. 

Уравнешя всякой прямой, проходящей чрезъ данную точку, 
какъ мы видели въ предыдущей задач*, им-Ьготъ видъ: 

X — X ■=^ а{г — /), 

У Л-у' — Ъ{р — &'\ 

Эти уравнения будутъ принадлежать искомой прямой, если подожимъ, 
что въ нихъ а и 6 т4 же, что и въ уравнешяхъ данной прямой, 
по условш параллельности. 

V. Найти уравненгя прямой, проходящей чрезъ данную точку 
(х, у\ г') и перпендикулярной кь прямой: 

X = а13 -}- Ру у ^=^Ъг -{- д^. 

Уравнеше всякой прямой, проходящей чрезъ данную точку, мо- 
гутъ быть представлены подъ видомъ 

X — х^=а{^ — /), у — у'=1Ъ'{г — ^'Х (1) 

гд* а и Ъ' неизвестны. По условхю, что прямая должна быть пер- 
пендикулярна къ данной, имЬемъ (въ случа* прямоугольныхъ осей) 
для опред4лен1я этихъ неизв'Ьстныхъ только одно уравнеше 

аа + Ь6' 4- 1 = О (см. задач. II). (2) 

Этого недостаточно для опред^летя двухъ неизвестныхъ а' и Ь', 
а потому задача остается неопределенною. Въ самомъ дел*: чрезъ 
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данную точку можно провести множество перпендикуляровъ къ 
данной прямой, находящихся въ, одной плоскости, перпендикуляр- 
ной къ этой прямой. Подставивъ величины а л Ъ\ выведенныя 
изъ уравненШ (1), въ услов1е (2), получимъ уравнеше 

а{х — х) . Ь{у — у') ^^^ 
& — й' ^ — ^' 

или 

а(д:-а:') + Ь(у-2/') + (^-Ю = 0, (3) 

принадлежащее этой плоскости, въ чемъ легко удостовериться сл*- 
дующимъ образомъ: уравнен1е (3) первой степени относительно 
х^ у, 0, а потому оно принадлежитъ плоскости; ему удовлетворяютъ 
координаты данной точки: х=^ х, у = у\ = 0^11 также коор- 
динаты всякой точки прямой (1), перпендикулярной къ данной; 
потому что, отъ подстановлешя а {е — ^'), Ь' (0 — 0') вместо 
X — х' и у — у въ первую часть уравненхя, получимъ 

аа' (0 — 0) + ЪЪ' (0 — 0) -{- (0 — 0) 
или 

(аа + ЬЬ' + 1)(0 — 0\ 

что будетъ равно нулю по условш перпендикулярности прямой 
(1) къ данной: I 

аа + ЬЬ' + 1 = 0. 

Чтобы прямая (1), проведенная чрезъ данную точку, пересекала 
данную прямую, должно быть удовлетворено услов1е 

(Р' —р) Ф — V) = (а — в) (а — а), (задача I), 

которое въ настоящемъ случае приведется къ следующему: 

(х' — а0 —^) (Ь — Ь') = {у' — Ъ0 — 2У (а — а\ 
или 

{у — Ъ0' — фа — {х — а0' — р)Ь' =^{у' — д) а — {х — ^?) 6. 

Подставивъ сюда вместо а и Ь' ихъ величины, выведенныя изъ 
уравнешя (1), получимъ 

{у — Ъ0 —д){х — х') — (х — а0 —р) (у — у) := 

= [(у -а)а-(х'- р) Ъ] (0 - 0\ (4) 

Легко видеть, что этому уравнешю удовлетворяютъ координаты 
данной точки {х\ у\ 0') и координаты всякой точки данной прямой» 
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поэтому уравнен1е принадлежитъ плоскости, проходящей чрезъ. 
данную точку и данную прямую. Два уравнешя (3) и (4), вм-ЬстЬ 
взятыя, принадлежатъ перпендикуляру, опущенному изъ данной 
точки на данную прямую и пересекающему эту прямую.. 

— * Въ случае косоугольныхъ осей вместо уравнешя (3) имЬемь 

(а-\-.Ъ + 1.){х-х) + {ш + Ь + 1)(у-у') + 

+ (|ха + ХЬ+1)(;е? — /) = 0. 

* 

VI. Найти пересгьченге прямой съ п,юскостью. 
Пусть 

X = аг -{- р, у =иЪг -\г д[ 

буАуть уравнешя данной прямой и 

Ах + Буг\-С0 = 1) 

уравнеше данной плоскости. 

Координа;ты точки пересЬченхя прямой съ плоскостью должны 
удовлетворять вс4мъ тремъ уравнешямъ, а потому, по разр4шети 
этихъ уравнешй относительно х, у, 0, найдемъ координаты искомой 
точки. Исключивъ X я у, получимъ 

{Аа + БЬ+ С)1: + Лр + Ва = Д (1> 

откуда выходитъ 

^П—Л р — Вд 

^~ Ла + БЬ+С 

Подставивъ эту величину ^ въ уравнешя дайной прямой, найдемъ: 
^ {В — Ар — Вд)а + {Аа + Д6 + С) р 



^ {В—Ар — Вд)Ъ+^{Аа + ВЪ+С)д 
Если случится, что 



^ Аа-^ВЬ + С 



Аа + ВЬ+ 0=0, 

но В — Ар — Вд не равно нулю, то е будетъ безконечно большая 
величина, и данная прямая не пересЬчетъ плоскость, т. е. будетъ 
ей параллельна. 

Когда -4.а + ^В& + С = О вм*ст* съ В — Ар — ^В^ = о, тогда 
величины X, у у г неопределенны; следовательно, плоскость и прямая 
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^удутъ им-Ьть безчисленное множество общихъ тотекъ; для этого 
лрямая должна лежать въ плоскости. 

Итакъ, 

Ла-\-ВЪ+ = 

€сть услов1е параллельности прямой съ плоскостью, а 

Аа + ВЪ+ С=0 и Лр + Ва = В 

услов1я совм4стимости прямой съ плоскостью. 
УП. Найти пересгьченге двухъ плоскостей: 

Ах -{'Ву'\- С0 = В, 
Ах + Ву-\' Си ^ В', 

Эти уравнен1я, вз&тыя вм-Ьст*, опред^ляютъ уже перес4чен1е 
данныхъ плоскостей. Изъ нихъ легко вывести уравнен1я плоско- 
стей, проектирующихъ это пересечете на координатныя плоскости; 
для этого должно исключить изъ данныхъ уравнешй по очереди 
^, у, 5; такимъ образомъ найдемъ: 

{ВА — АВ') у + {СА - - АС) г = ВА — АВ' 
для плоскости, проектирующей прямую на плоскость уОг, 

{АВ' — ВА) X + {СВ' — ВС) 8=ВВ' — ВВ' 
для плоскости, проектирующей на хОг, и 

{АС — СА) X + {ВС — СВ)у = 1)С — СВ' 

для плоскости, проектирующей на хОу. Эти три плоскости не 
существуютъ, когда 

ВА — АВ' = О, СА — АС = О, ВС — СВ' = О, 

^.-е. когда А В С 

А^ В'^~С'' 

въ такомъ случае данныя плоскости не пересЬкаются т.-е. он4 
параллельны. Следовательно, последн1я равенства выражаютъ услов1я 
хгараллельности двухъ плоскостей. 

УШ. Вычислить уголъ, составляемый двумя п.госкостями: 

Ах + Ву+ С8 = В, 
. Ах + Ву+ С^ = В', 
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Пусть будутъ I и V перпендикуляры, опущенные на эти плоскости 
изъ начала кординатъ. Уголъ (и'), составляемый этики прямыми» 
будетъ м4рою двуграннаго угла, заключающагося между данными 
плоскостями. Въ случа* прямоугольныхъ осей по формул* (5) § 91 
им^емъ: 

С08 (Д') = сов (1х) С08 (]/х) + С08 {1у) С08 (Гу) + сов (Ы) С08 (Г0\ 

а по формуламъ § 94 для косину совъ угловъ, состав ляемыхъ тон> 
или другою плоскостью съ плоскостями координатъ: 

Л Л' 
С08 (1х) = —р—-:---^ , сов (Гл;) = 

С08 (1у) = —р--- ---^=== , сов (1'у) = 



УЛ' + В' + О' ' Ул"+ В'^+С'^ 

сов {и) = —V- - - = - -Г , С08 0!г) = — 7 ^гг^^^ , 

УЛ' + В'-^-С УЛ"+В" + С' 

следовательно, 

,„,, АЛ' + ВВ' + СС 

^/А' + в' + с Ул"+в''+с" 

По косинусу легко найти и друпя тригонометричесшя величины 
угла {1Г). 

Въ случае перпендикулярности двухъ плоскостей будетъ: й'=90^ 
и С08(й') = 0; для этого должно быть удовлетворено условге 

ЛА' + БВ' + СС = 0. 

— * Можно получить самое общее выражен1е сов (II'), при какихъ 
ни есть осяхъ координатъ, сл^дующимъ образомъ: 
Означймъ чрезъ Р и Р' параметры функд1й 

Ах + Ву+С^ и А'х + В'у + С'а, 

см. § 94, и пусть X, у у будутъ координаты конца прямой Р; 
полагая, что ея начало есть начало координатъ; мы будемъ им-Ьть 

пг\ /-пт^'Ч А'х + В'у -}- С'0 

сов(Й ) — сов {РР) = ^ 



Р«=-^[(1-Х')^« + (1-|х«)Р^ + (1-уОС'+2(1ху-Х)ВО + 



+ 2(Ху — {л)СЛ + 2(Х|1— 7)^Р] 

Р'«=1[(1_х«)^'« + (1_а»)Б'^4-(1 — V')С'' + 2(^xV — Х)В'С' + 
+ 2 (XV — |х) С А' + 2 (Хи — V) А' В] , 
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а положивъ |^Р* = ^, -^ Р'" = (2', по формуламъ (15) § 91 полу- 
чинъ: 

_дд _дд _дд 

''~дА' ^~дВ' "^^дС 
следовательно, 

сов (Ю = 008 (РГ) = -7=Ц=; и' ^ + -»' ^ + ^' Ш • 

IX. Вгл-^е^лг^шъ уюлъ^ составленный прямою 

X = аг -^ 2^у ^ = Ь;е? + д 
€Ъ плоскостью 

Лх + Бу+ 0^ = 1). 

Пусть будетъ Л"" данная плоскость, ОЛ прямая, параллельная 
данной, проведенная чрезъ начало координатъ и встречающая 
плоскость въ точк4 А, а ОВ перпендикуляръ, опущенный на дан- 
ную плоскость изъ начала координатъ. Искомый уголь будетъ 
(ОЛВ). Онъ служить дополненхемъ до 90° къ углу ЛОВ; поэтому 

8Ш (ОАВ) = сов {ЛОВ). 

Означивъ чрезъ I и V направлен1я прямыхъ ОА и ОД им-Ьемь 
при осяхъ прямоугольныхъ: 

вш {ОАВ) = сов {АОВ) = сов (П') = 

= сов (к) сов (Га;) + сов (1у) сов (Гу) + сов(?;2г) сов(Г;ег); 
но 



сов (1х) = ■ ^ ~-=^^2^ , сов (1'х) = ,— - ^ -- — ^-— , 

1/а» + Ь^+Г УА' + В'+С 

сов (1у) = .-- ,-,--- - ^ , сов (Гу) == 



1 С 

сов (г;е?) = -— ^^ , сов (Гя) 



следовательно, 



вт(ОЛБ) 



Аа + ВЪ+С 



У'А' + б* + с* /а^ + Ь' + 1 



Когда данная прямая параллельна данной плоскости, тогда 
^ ОАВ = О, вш {ОАВ) = О и сл-Ьдовательно, 
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Это услов1е параллельности прямой съ плоскостью было уже най- 
дено въ р^шенхи задачи VI. 

— * Въ случа-Ь косоугодьныхъ координатъ, если Р параметръ 

функц1и 

Лх + Ву + С^, 

то уголъ примой I съ плоскостью будетъ дополнен1емъ угла В. 
Легко найти, что 

81П ( ОЛВ) = С08 (Р1) = 7~ » 

л услов1е параллельности прямой съ плоскостью будетъ вообще 

Ла + БЪ + С=0. 

X. Провести плоскость чрезъ три данныя точки: 

{х\ у\ /), (х\ у\ ^") и (^'", у\ П 

Пусть Ах -^ Ву -{- Сг =^ в будетъ уравнете искомой плоскости. 

Услов1е, что плоскость должна пройти чрезъ точку {х\ у г'\ 

даетъ: 

Ах' -\- Ву' + Си' = 7); 

вычтя это уравнеше изъ уравнешя плоскости, для исключешя не- 
изв-Ьстнаго Д получимъ уравнеше 

А{х-х')-\-В{у — у) + С (;^ - /) = О, (1) 

принадлежащее всякой плоскости, проходящей чрезъ точку {х, у, %'). 
Чтобы точка (а;", у\ г") находилась также въ плоскости, должно 
быть удовлетворено услов1е 

А {х' — х) + В(у''- у') + С(/ - /) = 0. (2) 

Исключивъ с изъ уравнешй (1) и (2), получимъ уравнеше 

А [(/ — 0') (х — х) — {х — х') {в — /)] + 

В [(/ - /) {у - у) - (у" - у') {0 - /)] = О, (3) 

принадлежащее всякой плоскости, проходящей чрезъ точки: (х, у\ а'), 
{х, у", 8"), А чтобы плоскость проходила чрезъ третью точку^ 
должно быть удовлетворено условхе 

А [(/ — 0) (х" — х) — (х" — х') (/' — 8')] + 
В [(/ _ ,') {у"' - у') - {у" - у') (/' - /)] = о (4) 
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Исключивъ неизв^стння Л я В изъ уравненШ (3) и (4), получинъ 
окончательное уравнен1е 

(/ — е') (х — х') — (х" — х') {г — г') 



г" — /) {х'" — х') — (ж" — х') (/" — л') 

_ (/ - /) (у - у') - (у" - у') (е ^ /) 
(0" - г') (у'" - у') - (у" - у') (Г - У) ' 



(5) 



принадлежащее нсконой плоскости. Уравнете (4) становится тоже- 
ственныиъ, когда три данный точки находятся на одной пряной; 
потому что тогда 



X X у — у 

X —X у —у 



г -^ ^ 



т (см. зад. III) 



или 



(0" — г') (х'" — х') — (х" — х') {г'" — в) = о, 

(^" _ ,') ^у"' _ у') _ (у" _ у') (^"^ _ /) = 0. 

Въ таконъ случае въ уравненш плоскости (3) величины Аъ В 
остаются неопред^енныни; следовательно, ножно провести ино- 
жество плоскостей чрезъ три точки, находящаяся на одной прямой. 

Можно вывести пряно уравнеше плоскости, проходящей чрезъ 
три данный точки сл^дующимъ образонъ: 

По условш, что плоскость 

Ах-\-Ву+ Се = В 

проходить чрезъ данныя точки, ин^ень уравнешя: 

Ах' -\-Ву' + Си' = В, 

Ах" + Ву" + Сг" = В, 

Ах" + Ву" + 00" = В, 

изъ которыхъ, по общинъ формудамъ для р^Ьшен^я уравнешй пер- 
вое степени, выводинъ: 



Л = 



В =-7 



У У" — г"у"' + У г" — у' г' + г у" — г'У 
х'у-г" — х'/у" + у'0"х"' — у'х"г"' + г'х'у'" — г'у'х' 

х'е"' — х"'0' + 0"х"' — х'г" -|- я'х — г'х' 



хун — х^у -^-увх — ух0 -]- г X у — 2ух 

у X + ху —у X 

ух0 -\- ^ X у — г у X 

I. Сомовъ.-Геометр1я. 



^ __ Х'У" - х"у' + у'х" 

. ху г — Х0 у -\- уг X 



В 
В 
В 



(6) 



18 
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Цодставивъ эти величины въ згравнен1е 

и разд4ливъ уравнеше на 2), лолучимъ искомое уравненхе пло- 
скости. Это уравнен1е отличается по виду отъ уравнешя (5);. но 
нетрудно удостов4риться, что оба уравнен1я тожественны. 
— * Формулы (6) могутъ быть представлены подъ видомъ 



Л:Б:С:В 



(см. приб. I), а уравнен1е искомой плоскости подъ видомъ 



1у' г' 




х' 1г' 




х' у' 1 




х' у / 


1у"/ 


; 


«"1/ 


: 


х"у'\ 


\ 


х" у" *• 


1у"'/" 




ж'" ] /' 




х"'у"'\ 




х'-у-г- 



\ X У 1с 

X у ^ 
1 х" у" з" 
1х'"/'0'" 



= О 



(7) 



или также подъ видомъ 

X "~~~" X } 

X —~— цо ^ 

III / 

X X ^ 



у —у 

у — У: 

ш I 

У —У: 



0. 



(8) 



Когда 



X У г 
X у' г" 
х" у"'г"' 



= О, тогда ур. (7) приводится къ следующему: 



г^О, 



1 у г 




X \г' 




X у 1 


1 у" а" 


х + 


х" 1 г" 


У + 


х" у 1 


\у-г- 




х'" 1 г'" 




X у 1 



принадлежащему плоскости, проходящей чрезъ начало координатъ. 
Поэтому, если опредгьлитель, составленный гсзъ координатъ трехъ 
точекъ, равенъ нулю, то эти точки находятся въ одной плоскостг^ 
съ началомъ координатъ. 

Если три данныя точки находятся па одной прямой, го 



у —у, г —е 

у —у,^ —^ 



г — 8 , X — X I 

и I 1=0, 

\з — 2 , X X I 



-л:, у — у 

I Ш / 

-X, у — у 



= 0, 
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и уравнен1е (8) беретъ неопределенный видъ 

0.(х — х) + 0.(у-у)-{-0.(^ — ^')=: 0. 

XI. Провести плоскость чрезъ данныя прямыя: 

^{х = аг -{-р, ^(х = а0+ р\ 
\у = Ъ0 + ^, \у =Ъ'з + ^\ 

Пусть 

Лх + Ву + С0 = П (1) 

будетъ уравненхе искомой плоскости. Услов1е, что данныя прямыя 
лежать въ этой плоскости, выражается уравнен1ями: 

Ла'\- ВЪ-}'С=0, (2) 

Лр + Щ= Д (3) 

Ли '\- Ш' +С = О, (4) 

Ар + Щ' = В. (5) 

Чрезъ исключен1е Л, Д С, В изъ этихъ уравненхй, легко вывести 
услов1е, найденное въ р-Ьшенхи задачи I, 

(р' -Р) (Ъ - Ъ') = (а' -<1){а- а'\ (6) 

выражающее то, что прямыя лежатъ въ одной плоскости, следо- 
вательно, одно изъ предыдущихъ уравнен1й есть сл4дств1е прочихъ. 
Помноживъ уравнен1е (2) на ;8г и вычтя произведете изъ уравненхя 
(1), для исключен1я (7, получимъ 

А {х — аг) + В{у — Ъг) = Д 

а вычтя отсюдЭ; уравненхе (3) для исключен1я 7), найдемъ 

А {х — аг—р) -^В{у — Ы — д) = 0. (7) 

Исключивь также В изъ уравненхй (3) и (5), будемь им*ть 

А(р-р) + В{а-Ю^О. (8) 

Исключивъ А л в изъ уравнешй (7) и (8), получимъ 

(х — а^ —р) {а — (1) = {г) — Ъ2 — ф (р —р) (9) 

для уравнен1я искомой плоскости. Этому уравнен1Ю можно дать 
видъ 

{x — аз—р){Ь — Ъ') = {у — Ы — ^){а — а\ (10) 

18* 
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исключивъ помощью уравнешя (6) разности р — р' и ^ — д'. Въ^ 
случа* р =^р я ^ = ^' уравненхе (9) становится неопред*леннымъ; 
тогда должно взять уравнеше (10). А въ случа* а=^а и Ь=Ь', 
т.-е. когда данныя прямыя параллельны, уравнеше (10) становится 
неопред'Ьленнымъ, и тогда должно взять уравненхе (9). 

XII. Провести плоскость чрезъ точку {х\ у\ г) и прямую 

а; = о^ + 1>, 
у =^Ъ0 -{• д. 

Пусть Ах -\- Ву -{- С^ = I) будетъ уравнен1е искомой плоскости. 
Услов1е совместимости прямой съ плоскостью даетъ 

Ла-\-ВЪ + С=0, (1) 

Лр + в^ = ^ (2) 

(задача VI). Такъ же, какъ въ предыдущей задач*, для исключенхя С, 
помножимъ уравнен1е (1) на 2- и вычтемъ изъ уравнен1я плоскости; 
отъ этого получимъ 

А{х — а0) + В{у — Ы) = В\ 

потомъ, для исключен1я В, вычтемъ изъ посл4дняго уравнен1е 
(2); отчего получимъ 

А{x — а2—р) + В{у — Ы — ^) = 0. (3) 

Этому уравнен1Ю должны удовлетворять координаты данной точки; 
следовательно, 

А {х — а0' —2>) + В{у'— Ы' — д) = 0. (4) 

Исключивъ А Е в изъ уравнешй (3) и (4), получимъ уравнеше 

(у' — Ъ/ — д) {х — а0 — р) — {х — а^' — р) (у — Ы — д) = О, 

принадлежащее искомой плоскости. 

XIII. Провести плоскость чрезъ данную точку {х\ у\ г!) парал- 
лельно данной плоскости 

Ах + Ву + С12 = В, 
Пусть будетъ 

А'х + В'у + С'^з = В'. 

уравнен1е искомой плоскости. 
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По условш, что эта плоскость должна проходить чрезъ данную 
т^очку, им4емъ 

Л'х + В'у + С'^' = В\ 

Вычтя это уравнеще изъ предыдущаго, для исключен1я Т)\ полу- 
чимъ 

А{х-х') + В'{у-у') + СЧ^-/) = 0, (1) 

уравнен1е, принадлежащее всякой плоскости, проходящей чрезъ 
данную точку. По условш параллельности плоскостей, им-Ьемь 

А в ~ с 

(см. задачу ТП). Такъ какъ уравнеше (1) не перем-Ьнится, если 
зам4нимъ Л\ В\ С величинами, -имъ пропорпдональными, то 
можно подставить въ него вместо А\ В\ С соответственно 
Л, Д С\ отчего получимъ 

АХх — х') + В{у-у) + С {2 — г') = О, 

уравнен1е, принадлежащее искомой плоскости. 

XIV. Провести плоскость чрезъ данную точку (х, у, 12) перпен- 
дикулярно къ данной прямой 

X ^=. аз -^ р^ у ^=^Ъз -\- д^, 

Уравнеше всякой плоскости, проходящей чрезъ данную точку, 
им^етъ видъ 

А (х -х') + В(у-у) + С(з-,') = 0. (1) 

По услов1ю перпендикулярности прямой къ плоскости, косинусы 
угдовъ, составляемыхъ прямою съ осями координатъ, и коси- 
нусы угловъ, составляемыхъ плоскостью съ плоскостями коорди- 
натъ, соответственно равны; следовательно, при осяхъ прямо- 
угодьныхъ им^емъ: 

а А Ъ В 



У^-\-Ь'+\ УА'+Б'+С' УЬ' + Ь' + 1 УА'+В'+С 

1 С 



отсюда 



Уа' + Ъ' + 1 УА' + В' + С' ' 
А ^ В 
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Разд4ливъ уравнение (1) на (7 и подставивъ а и 6 соотв-Ьтственно 
вм-Ьсто ^ , -^ , получимъ уравнен1е 

а(х-х') + Ь(у-у ) + (^-/) = О, 

принадлежащее искомой плоскости *). 

XV. Провести чрезъ данную точку {х\ у\ ^') прямую, перпеп- 
дикулярную кь данной плоскости 

Ах + Ву + С!е = Д (1) 

и опредп>лить разст^оянге тючки отъ плоскости. 
Пусть будутъ 

х = а&-]-р, у = Ы + ^ (2) 

уравнешя искомаго перпендикуляра. По условхю, что онъ прохо- 
дить чрезъ данную точку, им'Ьемъ 

X = а^' -\- р, у' = Ъг + ^. 

Для исключен1я неизв'Ьстныхъ ^? и д, вычтемъ эти уравнен1я соот- 
в-Ьтственно изъ уравнен1я (2); отъ этого получимъ 

X — X = а{г — ^') 
у — у =Ь(д — /). 

А услов1е перпендикулярности прямой къ плоскости даетъ 



следовательно, 



А ^ В 



X — X = — (;г? — 1^) 

у — у =-^(^ — ^) 



(3) 



будутъ уравнен1я искомаго перпендикуляра. Величины х, у, 0, уд,о- 
влетворяющ1я уравнен1ю (3) вм4сгЬ съ уравнешемъ данной пло- 
скости, принадлежать точк* пересЬченхя перпендикуляра съ пло- 



*) Это уравнен1е было уже выведено при р'Ьшен^и задачи V (ур. 3), 
Въ случа-Ь косоугольныхъ осей оно беретъ видъ 

(а + ^^ + М-) (^ — оо') + Ы1+Ъ + 1)(у--^у') + (1^а + 'кЪ + 1)(2-^г^) = 0. 

0\д\\\2е6 Ьу ^л0051С 



— 279 — 

скостью. Разстояше этой точки отъ данной равно разстоян1Ю дан- 
ной точки отъ плоскости. Означивъ это разстоянхе чрезъ г, им4емъ 

г» = {х-хУ + {у-уУ + (^-/)* 

или 

г* = «^« + «;' + го\ (4) 

гд* для сокращен1я положено: 

X — X =-Щ у — у' =^ V, 2 — ё' =1у). 

Остается определить величины щ V, го, подставить ихъ въ выра- 
жеше г* и извлечь корень квадратный. 
По уравнен1ю (3) им-Ьемъ 

и = — и;,ь = -^и;, (5) 

а отъ подстановлен1я въ уравненхе плоскости (1) величинъ 

х=^х -\-и, у = у' + «?) '=^ -]- го, получимъ 

Лх + Аи-^- Ву +ВV + С0' + Сг4) = П 

или 

Аи'{-Во + Сг^= К, (6) 

гд4 для сокращетя положено 

П — Ах— Ву' — 00 = К 

Исключивъ и и V изъ уравнешя (6) помощью уравнен1я (5), полу- 
чимъ 

А^ Б* 

откуда выходитъ 

КС 



го = 



А' + В' + С 
Подставивъ эту величину го въ урнвненхе (5), найдемъ 
АК ВК 

V = 



А' + В' + С '^~ А'+В' + С 
поэтому 

(А' + В' + ОК" _ К' 



у* = г** + г;* + го^ 



(А' + В' + су ^' + Б' + С 
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сл']^довательно, искомое разстоян1е точки отъ' плоскости есть 

УА' + Ж''^~С' ~~^"' У'А' + В'+,С 

Должно взять + иди — предъ формулою, смотря по тому, будетъ-ли 
числитель положительный или отрицательный. 

— * Эта задача р-Ьшается очень просто, какъ въ случа* прямо- 
угольныхъ, такъ и косоугольныхъ осей, также сл4дующимъ образомъ. 

Пусть Р будетъ параметръ линейной функцхи, находящейся 
въ первой части уравнен1я (1), т.-е. прямая определенной длины, 
у которой проекщи на осяхъ координатъ суть А, Д С (§ 94); 
причемъ за начало этой прямой возьмемъ какую-нибудь точку (ж, у, з) 
на плоскости (1), и означимъ чрезъ р разстояше этой точки отъ 
данной {х\ у\ в\ разсматривая первую точку какъ начало отрезка 
р. По формул* (4) $ 91 будемъ им-бть 

Ррсо8(Рр) = А{х' — х)-{' Б(у — 2/) + С(^' — ^) = 

. =Ах' + Ву + С0 — (Ах + Ву+ Сг)\ 

или, принявъ во вниман1е уравненхе (1), 

Ррсоз (Рр) = ^' + -Ву + С!^' — ^. 

Зд-Ь^ь р со8 (Рр) есть проекщя р на Р, а она равна 1±1 г; следовательно, 

»- = ± ^ {Лх +Ву' + С^' - В), (7) 

гд* 

^^ ТЪ. ^К1 - ^^) ^* + (1 - 1^-') ^^ + (1 - V') С* + 

+"2(|ху — \)ВС+2{Ъ — 1х) С4 + 2(Х|х — V) АВ] 

и знакъ =^ должно взять, смотря по тому, будетъ-ли точка (ж, у', лг') 
находиться съ той стороны плоскости, куда направленъ параметръ, 
или со стороны противоположной. 

XVI. Найти кратчайшее разстояше точки (х\ у\ в) отъ пря-^ 
мой I, проходящей чрезъ данную точку (ж", .у", /). 

Пусть будетъ г искомое разстояше, р разстояше между дан- 
ными точками, а р' проекщя р на прямой I, 

Очевидно, что р есть гипотенуза прямоугольнаго треугольника» 
въ которомъ катеты суть г и длина р'; поэтому 
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По формул* (10) § 91 для квадрата разстоян1я между двумя точ- 
ками ъи±ежъ: 

р« = (х^ - хУ + {у - уУ + (/ - ,У + 2Х {у' - у") {0 - /) + 

+ 2нь(/ - 0") (х - X) + 2V (х - х") (у - у\ 

а. по формул* (3) того же §: 

р' = {х — х") С08 (1х) + {у — у") С08 {1у) + {г' — 8") сов {и). 

Подставивъ эти выражен1я въ формулу (1), выразимъ г посред- 
ствомъ данныхъ величинъ. Если прямая I дана уравнешями 

х = аг -\- р, «/ = й^ + д, 

то для точки {х" у" г") можно взять сл4дъ прямой на плоскости 
{ху)\ тогда X = р, у" = д, г" = 0. Для сов 0>х), сов (1у\ сов {Щ 
будемъ им*ть выражешя, выведенныя въ§ 96. При осяхъ прямо- 
угольныхъ найдемъ 



г 



- |/ (^ -/>) +(у -<!) +^ ^. 4-~ьч:т ' 

ХУП. Найти разстояте между двумя паралмльными плоскостями 

Лх +Ву + С^ =В ^ 

Ах + Б'у+а^'-= В'. 

Означивъ чрезъ г искомое разстоянхе, помощью разстоянхй плоско- 
стей отъ начала координатъ, найдемъ 

гд4 Р есть параметръ линейной функщи Ах -\- Ву -\- С0, 

ХУП1. Найти кратчайшее разстояте меоюду двумя прямыми 

X и Г. Проведемъ чрезъ прямую I плоскость Р, параллельную 

прямой г, и чрезъ Т плоскость Р', параллельную ?, и найдемъ 

разстоянхе между плоскостями: Р и Р'. 
Если уравнешя прямыхъ суть: 

{ х = аг +^>, , [ ^ ^=^аг -\- р\ 

\ у=^Ъ2 +^, ^ 1 .V = ь'^ + а, 
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и оси координатъ прямоугольныя, то искомое разстояте есть 

г ^ ± 0> —Р) Ф - У) — (д- д) (а — а) 
УЦа — а)' + (6 - ЬУ + (аЪ' — ЪаУ] ' 

Числитель этого выражен1я обращается въ нуль, когда прямыя 
пересекаются (см. зад. 1); следовательно, тогда г = О, 

Выражете г беретъ неопределенный видъ, когда прямыя па- 
раллельны. Въ такомъ случае разстояше между прямыми равно 
разстоятю какой-нибудь точки одной прямой отъ другой прямой; 
напримеръ разстоятю г следа (р', д\ 0) прямой I' на плоскости ху 
отъ прямой I Это разстояте мы найдемъ по формуле, выведенной 
въ решенхи задачи XV, а именно: 



= /о>' 



Р) -\-(^-^)- - — -^г^г^^-^ ■ 



98. По формуле, найденной выше [зад. XV, (7)], для разсто- 
ЯН1Я 8 точки (х, у у 0) отъ плоскости Лх -]- Ву -{- С0 =^ -О, имеемъ 

'ь = ^^и^ + Ву+С0■-'^\ (1) 

где Р есть параметръ функцаи Ах -{- Ву -{- С0у я о положительная 
или отрицательная величина, смотря по тому, находится ли точка 
(^ 2/» ^) относительно плоскости съ той стороны, куда направлеяъ 
параметръ Р, или со стороны противоположной. Поэтому неравенство 

Ах + Ву+С0 — В>О 

принадлежитъ пространству, находящемуся со стороны параметра, 
а неравенство 

Ах + Ву-\- С0 —В < О 

остальному пространству. 
Два неравенства 

Лх + Ву+С0 — В>О и Л'х + В'у+С'0 — В'>О 

принадлежатъ пространству, находящемуся въ двугранномъ угл-Ь, 
составленномъ плоскостями: 

Ах + Ву'\- С0 — В^О, Л'х + Ву+ С'0 — В' = 0, 
и находящемуся относительно каждой плоскости съ той стороны. 
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куда направленъ нараметръ функщи, представляющей первую часть 
неравенства. 

Три неравенства 

Лх^-^- Ву + Сг — ВХ), А'х^ В'у + С г — 2)' > О, 
А'х + Б^у + С" г — 2)" > О 

принадлежатъ пространству, находящемуся въ трехгранномъ угл4, 
составленномъ плоскостями: 

Ах-\-Ву+ С!& — В = 0, А'х -{-'В'у + С 8 — В'=0, 

А"х + В'у -{- С'г — В" = 0, (2) 

осли эти плоскости не иы-Ьготъ общей прямой, для чего опре- 
д'Ьли1'ель 



А 


В 


с 


Л' 


В' 


с 


Л" 


В" 


■с 



(3) 



не долженъ быть равенъ нулю. 
Четыре неравенства 

Ах +Ву +Сг —В >0 
А'х -{-В'у +С'г —В' >0 
А'х + В"у + Сг —В" > О 
А'"х-\-В'"у-\-С"'г — В'''>0] 



(4) 



вообще принадлежитъ пространству между четырьмя плоскостями, 
и въ частномъ случае пространству, завлючаюп^еиуся въ трех- 
гранной пирамиде. Если определитель 4-го порядка 

А В О В 

А' В' С В' 
А" В" С" В" 
А'" В'" С" В"' 

равенъ нулю, а младшее опред-Ьлители 3-го порядка не равны 
нулю, то уравнев1я 

Ах -{-Ву -г-Сг —В —О ] 
А'х +В'у + С'г —В' =0 I 



А"х + В"у -^- С"г —В" = 
А"'х + В"'у + С"'г — В'"^ О 



(5) 
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ч!0вм4стны; следовательно, въ этомъ случай плоскости, которымъ 
эти уравнен1я принадлежать, пересЬкаются въ одной точж4, и не- 
равенства (4) принадлежать четырехгранному углу. Подобнымъ 
образомъ можно выразить неравенствами всякое другое пространство, 
ограниченное, отчасти или совершенно, несколькими плоскостями. 
* — Пусть будуть три плоскости (2), перес4каюпцяся въ одной 
точк4, 8, о', 8" кратчайппя разстоянк какой-нибудь точки х, у, г 
отъ этихъ плоскостей, Р, Р', У параметры линейныхъ функщй, 
находящихся въ первыхъ частяхъ уравнешя (2); тогда по формул* 
(1) будемь им-бть: 

^ {Лх +Ву +0^ - В\ 



Р 

Ь" = ^ (Л"х + В'у + С"^ - ю, 



(6) 



и можно принять о, 6', 8" за координаты точки (х, у, 0), Для всякой 
точки въ пространств'Ь (х, у, ^) величины 8, 8', 8" им^ють опреде- 
ленный значен1я, по которымъ мож^^о найти положенхя трехъ пло- 
скостей, параллельныхъ плоскостямъ (2), пересекающихся въ одной 
только точке, которая есть (х, у, 2)\ притомъ всякая система ве- 
личинъ 8, 8', 8" принадлежитъ некоторой точке въ пространстве, 
которая определится пересечен1емъ трбхъ плоскостей, параллель- 
ныхъ плоскостямъ (2). Такъ какъ определитель (3) не обращается въ 
нуль, то, по даннымъ величинамъ 8, 8', 8", мы выведемь изъ урав- 
нен1й (6) определенныя значен1я для х^ у, з. Можно назвать 
координаты 8, 8', 8" кратчайшими, а плоскости (2) или 8 = 0, 
о' = О, 8" = О плоскостями этихъ координатъ. 

Всякое уравненхе первой степени относительно 8, 8', 8", 

а8 + а о' + а"Ь" + а" = О 

принадлежитъ некоторой плоскости; потому что оно приводится 
къ уравнен1ю первой степени относительно х, у, г. Чтобы получить 
уравнеше какой-либо данной плоскости въ координатахъ 8, 8',* ^", 
когда оно дано въ координатахъ х, у, !г, стоить только вывести 
последнхя величины изъ уравнен1й (6) и подставить въ уравнеше 
данной плоскости. 

Уравнеше 8' = тЬ принадлежитъ плоскости, проходящей чрезъ 
пересечете плоскостей 8 = и 8' =: 0. Также 8* =1 пЬ есть пло- 
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скость, проходящая чрезъ пересйченхе плоскостей 6 = и 8" = 0^ 
а 3" =р^' плоскость, проходящая чрезъ пересЬченте плоскостей 
Г = и Г = 0. 

Прямая ЛИН1Я въ пространств* можетъ быть определена двумя 
уравнешями въ координатахъ 8, 8', 8", принадлежащими двумъ 
плоскостямъ, чрезъ нее проведеннымъ. 

Пусть: 8, 8', 8", 8'" представляютъ кратчайш1Д разстояшя точка 
(ж, у, а) отъ четырехъ плоскостей (5), образующихъ тетраэдръ. 

Отношен1я: -тт^г^ ^лг, -^ опред^ляютъ три плоскости, проходяпця 

- о О О 

чрезъ ребра тетраэдра: 

(8 = 0, 8'" = 0), (8' = 0, 8'" = 0), (8" = 0, 8" = 0), 

и пересЬкаюпцяся въ точк* (х, у, я;), а потому можно разсматри- 
вать эти отношешя, какъ особеннаго рода координаты точки. 
Четыре величины 8, 8', 8 ", 8'", опред'Ьляющ1я эти отношешя, назы- 
ваются тетраэдрическими координатами точки. Он* представляютъ^ 
такужу же выгоду въ анализ*, какъ и трилинейныя^ а именно ту^ 
что уравнен1я поверхностей и лиши въ этихъ координатахъ им*ютъ 
однородный видъ. Также называются тетраэдрическими координа- 
тами величины четырехъ линейныхъ функц1й: 



а =.Ах + Ву + С^ —1) 

а' = А'х + Б'у + С'^ — В' 
^" = А'х + В'у + С" г — ТУ 
а'" = А''х + В'" у + С" г — В" 



(7> 



Между а, а', а", а" и 8, 8', 8", 8'" им*емъ весьма простыя соот-^ 
ношен1я: 

а = 1*Ь, а=^1^б, а = ±^Ь , а =^Ро, 

гд* Р, Р', Р", Р'" параметры линейныхъ функщй а, а', а", а'". 

Обыкновенныя координаты: х, у, & также можно заменить 

однородными: х^, х^, • д?85 ^4» положивъ х == -^, 2/ = —^, 2 = -^ . 

Х^ Х^ •Х>^ 

Если ({х, у, ;?) = О есть уравнеше какой-нибудь поверхности въ 
обыкновенныхъ координатахъ, то въ однородныхъ координатахъ 
оно приметъ видъ 
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Когда функщя ( есть ц4лая алгебраическая фуякщя степени гг, 
тогда, помноживъ последнее уравнеюе на х^, получимъ уравненхе 



м уХх^ х^^ х^) х^) — и, 



(9) 



въ которомъ первая часть есть д^лая однородная функд1я степени 
п относительно х^^ х^, х^, х^. 

Означимъ чрезъ Л определитель четырехъ функщй (7), 

А, Д С, —В 
А\ Б, С\ — В' 
А\ В\ С\ — В" 
А\ В\ С", — Л" 

а чрезъ Д„ тотъ •младш1й опред-Ьлитель 3-го порядка, который 
им-Ьеть въ выражен1и А множителемъ элементъ строки г и столбца 
5; тогда, на основаши изв*стныхъ свойствъ определителей, изъ 
уравнешй (7) выводимъ: 



Ах = Л,„ а + А,„ а' + Дз„ а" + Д,„ а'" 
А ?/ = А»„ а + А,„ а' + Аз„ а" + А,„ а" 
А ^ = А^,, а + А^з, а + Азе, а + А,з, а" 
А = А^,, а + А,„ а + А34, а + А,„ а" 



(10) 



Если положимъ, что А не равенъ нулю, т.-е. что плоскости (5) не 
пересЬкаются въ одной точкЬ, то эти формулы даютъ для х, у, з 
опред4ленныя значения. Помощью этихъ формулъ можно перейти 
отъ координатъ обыкновенныхъ х, у, г и однородныхъ д;„ ж,, х^, а\ 
къ тетраэдрическимъ. Величины х, у, 0, 1 или х^, х^, х^, х^ будутъ 
пропорд1ональны линейнымъ функдхямъ (10); поэтому можно эти 
функц1и подставить сотв4тственно вмЬсто х^^ х^, х^, х^ въ урав- 
нен1е (9); отчего получимъ уравнен1е вида 

Ф(а, а\ а^ = 0, 

однородное относительно а, а', а", а'", принадлежащее данной по- 
верхности. * — 



01д1112:ес1 Ьу 



Соо^к 



я?' 



— 287 — 

• 

В. Перемена прямолинейныхъ координатъ въ прямолинейныя. 
Полярныя координаты. 

99. Пусть будутъ (Ох, Оу, Ог) и {(Ух\ 0'у\ О' г) дв4 системы 
осей прямолинейныхъ координатъ, соотв-Ьтственно параллельныхъ; 
X, у^ г координаты точки Ж въ первой систем'Ь; х', у\ г' коорди- 
наты той же точки во второй системе, а а, р, у координаты точки 
О' въ первой систем'Ь. Положимъ сперва, что положительный зна- 
чен1я соотв'Ьтственныхъ^ координатъ: xV^x,уV^у\гм^ г! откла- 
дываются въ одну сторону; въ такомъ случае, при всякомъ поло- 
жен1и точекъ О' и Ж, будемъ им4ть: 

ж = а + ^', У — ^-\-у\ й^ = 7 + /. (1) 

Докажемъ, наприм'Ьръ, первую форм;улу. Цроведемъ чрезъ Ж пря- 
мую, параллельную Ох, или О'л^', и зам-Ьтимъ точки А и А, въ 
которыхъ эта прямая пересЬкаетъ плоскости уОг -л у О' а'. Во вся- 
комъ случа'Ь можно разсматривать прямую АЖ какъ замыкающую 
сложной ЛИН1И, составленной изъ АА! и А!.Ж\ причемъ А есть 
начало АЖ и АА1, а А начало АЖ\ поэтому всегда проекщя 
на оси Ох длины АЖ равна сумм* проекцШ: АА и АЖ, а такъ 
какъ X есть проекщя ЛЖ, а — проекщя А А и х — проекд1я ^.'Ж, 
то лг = а + ж'. Такъ же докажутся и дв* прочтя формулы (1). Если 
направлен1е положительныхъ х противоположно положительнымъ 
X, то будемъ им'Ьть д? = а — х. Это же зам^чаше относится и къ 
прочимъ координатамъ. 

100. Разсмотримъ теперь двЪ системы прямолинейныхъ осей 
(Ол', Оу, Он) и {Ох! , Оу\ О/), им'Ьющихъ одно начало. Пусть 
будутъ Ху у, г координаты произвольной точки Ж относительно 
первой системы, х\ у\ г! координаты ея относительно второй, и 
I произвольное направлен1е. Прямая ОЖ, проведенная изъ начала 
координатъ въ точку Ж, замыкаетъ ломанную лишю, составленную 
изъ координатъ точки Ъ1\ поэтому проеки1я ОЖ на I равна сумм* 
проекщй на томъ же направлен1и координатъ точки Ж", т.-е. 

ОЖсоз (ОЖ, X) = X сов Ы) + у со8 {у1) -[- 2 со8 (лО 
ОЖ со8 {ОЖ, I) — X со8 {х'1) + у' со8 (у'1) + / С08 (^7); 
следовательно, 

X С08 {х1) + у С08 (у1) + 4^ С08 (4) = 
= х' С08 (^^7) + у' С08 {у'1) + 2 С08 {/I). (1) 
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Помощью этой формулы можно выразить координаты х, у, & посред- 
ствомъ X , у\ ^'. Чтобы получить выражен1е для х^ выключимъ 
1/ и ;е?, взявъ для I направленхе прямой Оп, перпендикулярной къ 
плоскости у02\ тогда: 

/,{у1) = /,(уп) = 90°, А(^1) = ^(0п) = 90^, С08(г/г) = 0, С08(;^г) = 0; 

отъ этого получимъ: 

(2) 



X сов {х'п) + у С08 (у П) + ^' С08 {гп) 

С08 (ХП) 



Взявъ для I направлен1ё Оп ^ перпендикулярное къ плоскости хО%^ 
а потомъ направлен1е Оп\ перпендикулярное плоскости хОу, 
найдемъ: 

X С08(д;,П ) -\- у С08(^ п') + я' С08 {^п) 

СОВ (\^п) 



У = 



2 = 



X со 8(а?У)-[-1/'со8(уУ) + /сов(/п") 
С08 («г-^г") 



(3) 



Когда прежнхя оси Ох, Оу, Ог прямоугольныя, тогда направлен1я 
Ом, Оп Оп совпадаютъ соответственно съ этимц осями, а потому: 
^ (хп) = 0, ^ (|/»г') = 0, / {т') = 0; сов (л;п) = 1 , сов {уп) = 1, 
С08(^/г") = 1, и въ предыдущихъ формул ахъ буквы п,п,п можно 
заменить буквами х,у,0; отъ этого формулы (3) приведутся къ 
сл-Ьдующимъ: 

х=^х сов (х'х) + у' С08 (2/'д^) + / сов (;г?'а?), 

^ = ж' С08 (ху) + «/' сов (у у) + ;2^' С08 (/«/), 

2== X С08 (д;';г?) + 2/' с^8 (у^) + -2'' С08 (0 2); 

т. -е. каждая изъ преокнихъ координатъ равна суммгь проепцгй па 
пей повыхъ координатъ. Для сокращешя мы представимъ эти фор- 
мулы подъ видомъ 

х=^ ах' + Ъу' + <^^' 

у = а'х' ^^у' + с'/ \. (4) 

г^1а X -\-Ъ у -т ^ ^ 

Зд^сь каждая изъ 9-ти буквъ 

а, 6, с, а\ Ь\ с у а'\ Ъ\ с 
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означаетъ косинусъ угла, составленнаго тою координатою, которой 
она служить коэффиц1ентоиъ, съ координатою, которую выражаетъ 
формула, содержащая эту букву, наприм^ръ с есть со8 {г'у). 
Услов1я, связывающ1я косинусы угловъ, составленныхъ прямою съ 
тремя прямоугольными осями, даютъ: 



а.* + а" -+-«"•=! 
г + е + с"' = 1 



(5) 



Когда оси координатъ даны, тогда углы у'О^', г'Ох, хОу\ между 
ними заключаюпцеся, известны. Означивъ косинусы этихъ угловъ 
соотв-Ьтственно чрезъ X, ^а, у, мы будемъ им^ть: 

Ъс + Ус' + Ь'с =\ 

са -{- с а -{- с а ^==- ^ •. (6) 

аЪ + аЪ' + аЬ' = у 

Помощью уравнешя (5) и (6), зная три изъ 9-ти величинъ 

а, Ь, с, а', Ь', с , а , Ь , с , 

можемъ найти остальныя. 

Если вторыя оси, Ох\ Оу'^ 0&\ также нрямоугольныя, то углы 
^у'О/, /.^'Ох', /.хОу' прямые, а потому X = О, |а = 0, 
у = О, и уравнен1я (6) приведутся къ сл-Ьдующимь: 



са -\- с а =0 



(7) 



Уравнен1я (5) и (7), выражающ1я услов1я, что об* системы 
координатныхъ осей (Ох, Оу, Ое) и {Ох\ Оу\ 0^') нрямоугольныя, 
могутъ быть преобразованы въ друпя 6 уравненШ. Въ самомъ 
д-Ьл*, каждая изъ новыхъ координатъ х\у\ / должна быть равна 
сумм4 проекщй на ней координатъ х, у, &\ поэтому 

X ^=^ах-\- а у + а";?, 

/ = С;Г + <^У + с"^» 
I. Сомовъ.— Гвометр1я. 1^ 
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гд'б косинусы угловъ, срставленныхъ чкаждою изъ осей Ох, Оу, Ог 
съ осями Ох, Оу', Ог\ связаны услов1ями: 



а* + &' + с' = 1 ' 
а" + Ь-" + с" = 1 
а"« + 6"^ _1_ с"» =.-- 1 



(8) 



а взаимная перпендикулярность осей Ох, 0% Ог выражается услов1ями: 

аа -\-ЬЬ -\-сс =^0 

аа + ЪУ + СС ^0 •; ' (9) 

аа + ЬЪ' + ее' = О 

следовательно, уравнен1я (8) и (9), также какъ и уравнешя (5) 
и (6), выражаютъ услов1я перпендикулярности двухъ системъ осей: 
(Ох, Оу, Оз) и {Ох', Оу', О/). 

Такъ какъ шесть изъ девяти величинъ: а, 6, с, а', Ъ' , с, а, У, с" 
могутъ быть определены помощью трехъ остальныхъ, то достаточно 
знать только три изъ этихъ косинусовъ или ихъ углы, чтобы опре- 
делить положен1е осей Ох' у Оу', 0^' относительно Ох, Оу, 0^. 

1 01 . Можно всЬ девять косинусовъ: а,Ъ, с, , , выразить функ- 
ц1ями трехъ угловъ, определяющихъ положен1е системы ' прямо- 

угольныхъ осей {Ох, Оу', О/) относи- 
тельно прямоугольныхъ {Ох, Оу, Ов), 
Пусть будетъ 0N перес4чеше пло- 
скостей х'Оу' и хОу, ^ КОх =^ ^1, 
Аx'ОN=^^ и /,20/ = Ь. По дан- 
нымъ величинамъ: '^, ср и О и поло- 
жен1ю осей Ох, Оу, 0(2 легко опреде- 
лить оси Ох' , Оу' , О/, а именно: въ 
плоскости 2/ 0^г;начертимъ уголъ xОN^=^ 
— ^•, сторона этого угла 0N будетъ 
пересечете плоскостей х'Оу' и хОу\ 
потомъ въ плоскости хОу начертимъ уголъ х"Оу^=^Ф и. повер- 
немъ плоскость его около 0N на столько, чтобы наклонен1е ея 
къ плоскости хОу было равно углу 6; тогда 0x1' приметь требуе- 
мое положен1е Ох'\ перпендикуляръ, проведенный чрезъ О къ оси 
Ох въ плоскости х'ОВ, будетъ ось Оу', а перпендикуляръ, возста- 




Фиг. 135 
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вленный изъ О къ плоскости хОК, представить ось О/. Легко 
видеть, что для всякаго даннаго положен1я осей Ох', Оу', 0^' 
относительно Ох, Оу, Ог можно найти соотв*тствующ1я величины 
угловъ <{> и ср, въ пред'Ьлахъ О" и 360^, и угла 6 въ пред'Ьлахъ 
0° и 180°. Девять косинусовъ а, Ь, с, а\ Ь\ е\ а\ 6", с\ входянце 
въ формулы (4), могутъ быть выражены функщями угловъ 9, ^г' и 6 
помощью формулъ сферической тригонометр1и* Представимъ себ^Ь 
сферу, имеющую центръ въ О, и зам^тимъ пересЬчешя ея'съ 
плоскостями, проведенными чрезъ координатныя оси Ох и Ох и пря- 
мую 01Я\ отъ этого получимъ сферическШ треугольникъ АВС, изъ ко- 
тораго, по известной формул* сферической тригонометрш, выводимъ: 

а = С08 {х' X) = С08 ср С08 6 + 81п ср 8Ш ^ С08 {АВС)\ 

но такъ какъ сферическ1й уголъ АВС служитъ дополненхелгъ 
до 180° углу 6, то со8(^.Б(7)^- — созб и следовательно, 

а = С08 <р С08 ^ — 81п 9 8Ш ^ С08 6. (10) 

Изъ этой формулы можно вывести Ъ = С08 (у' х), замйтивъ, что 
отъ перемены Ох' на 0у\ уголъ ^ перем-Ьнится на ср + 90°, а, 
следовательно, С08 ср на со8 (ср + 90°) = — 81п ^ и 81П ср на 

8111 (ср + 90°) = С08 ср; поэтому 

Ъ= -^ 8Ш ср С08 ф — С08 Ср 8Ш ^\> С08 Ь. (1 1) 

С(()ерическ1й треугольникъ ЛВВ даетъ 

с = С08 (^' х) = С08 (ВВ) С08 ^ + 81п (ВВ) 81п ^1^ С08 (АВВ); 

но _В1) = 90° по перпендикулярности 0^' къ плоскости КОу\, а 
/ АБВ = 90° — 6; следовательно, 

С = 8Ш<}^8Шб. (12) 

Изъ формулъ (10), (И) и (12) легко вывести величины: а\ Ъ\ с; для 
этого должно переменить уголъ xОN=^Ь на уОN=^ — (90° — ^); 
такимъ образомъ найдемъ: 

а -=. С08 ср 81П 1{; + 81П ср С08 ^ С08 6, 
Ь' = — 8Ш ср 8Ш ^ 4" С08 ср С08 '} С08 6, 
с' = — С08 '} 8Ш 6. 

Въ сферическомъ треугольнике ВВС имеемъ 

а" == С08 {х г) = С08 {ЕВ) со8 ср + 81п {ЕВ) 8т ср со8 {ЕВС), 

19* 
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и такъ какъ ЕВ = 90°, / ЕБС = 90° — 6, то 

а" = 8Ш ср 8т 6; 
отсюда, нерем'Ьнивъ ср на ср + 90°, иолучимъ 

У = сов ср 8Ш 6. 

Сверхъ того им4емъ 

С" = С08 6. 

Подставивъ найденныя выражения для а, Ь, с, а', Ь',^'> «"> Ь\ с" вь 
формулы (4), мы выразимъ координаты х, у, фунвщями новыхъ 
координаты х\ у\ 2' 1\ трехъ угловъ *^, ср, 6. 

102. Разсмотримъ теперь дв-Ь системы не параллельныхъ коор- 
динатныхъ осей: {Ох\ {Оу\ {Ог)у {Ох), {Оу'\ (О/), им4е)пщхъ 
разныя начала. Пусть будутъ ос, р, у координаты новаго начала О 
относительно нервой системы осей; х, у, г координаты точки М 
относительно той же системы, лг',у',/ координаты ея относительно 
второй системы, а ж", у\ &" ея координаты относительно осей, 
проведенныхъ чрезъ точку О' параллельно осямъ Ох^ Оу^ Ог. 
Для перехода отъ х, у, 2 къ х" у' г" им'Ьемъ: 

а ДЛЯ перем-Ьны х\ у\ г" на х\ у г! получимъ формулы вида: 

. у = ах -{-Ьу -\- С0 
^" = а"х' + Ъ"гУ + с'У; 
сл-Ьдовательно, 

X =^ а -\- ах -\-Ъу' + Ы \ 

х = ^ + а'х+Уу+с',' [. (13> 

^ = у 4- ^ V + ЬУ + с V ] 

103. Положеше точки ЛГможетъ быть определено: 1)разстоятемъ 
ея ОМ^=г отъ данной точки О, называемымъ ^а^солег векпюромъ, 
2) угломъ МОх = ср, составленнымъ рад1усомъ векторомъ съ данною 
осью Ох и 3) угломъ двуграннымъ, составленнымъ плоскостью ШОх 
съ другою, данною плоскостью хОу^ и за м-Ьру котораго можно взять 
линейный уголъ Ж(^Т = 6, происшедш1й отъ пересЬченхя двугран- 
наго угла плоскостью, перпендикулярною къ его ребру. Чтобы по 
этимъ даннымъ построить точку Ж, проведемъ сперва чрезъ Ох 



ихфлт^б. Ьу 



Соо^к 




— 293 — 

плоскость, составляющую съ плоскостью хОу уголъ М^^Р\ потомъ 
въ этой плоскости начертимъ уголъ ЖОх и на сторон* его отложимъ 
длину ОМ = г; конецъ этой длины будетъ точка Ж Величины 
ОМ = г, / М^Р = 6 и ^ МОх = ср, опред-Ьляюпця такимъ 
образомъ положен1е точки, называются полярными координатами, 

Взявъ Ох съ перпендикулярною къ ней Оу и съ 0^, перпен- 
дикулярною къ плоскости жОу, за координатный оси и означивъ 
чрезъ X, у, соотв4тственныя координаты точки Ж, легко можемъ 
выразить посл-Ьднгя функщями полярныхъ координатъ г, ср и 6, 
и обратно пол1^рныя координаты функц1ями 
прямоугольныхъ. 

Треугольники М0^ и М^Р, составлен- 
ные координатами, даютъ 

Х = ГСОН ср, М^ = г 81П ср 
у = Ж^С08 6 = г 8Ш 9 С08 6, 
= М^ 8Ш 6 = г 81П ср 8Ш б. 

Эти формулы относятся ко всякому положенш точки М, если только 
<^облюдено правило знаковъ для координатъ х, у, и если углы 
9 и 6 отсчитываются всегда въ одну сторону. При этомъ ср можетъ 
изменяться въ предЬлахъ 0^ н 180°, а 6 въ пред-Ьлахъ О" и 360"^. 
Уголъ 9 будетъ < 90" при положительной а;, а > 90° при отрица- 
тельной х\ уголъ Ь < 90° при положительныхъ у и ^е^. При у от- 
рицательной и положительной им'Ьемъ: 90° < б < 180°. Для 
отрицательныхъ у ж в будетъ 180° < в < 270° и, наконецъ, 
270° < 6 < 360°, когда у положительная, а в отрицательная. 
Формула для разстояшя точки отъ начала координатъ даетъ 

а изъ формулъ: 

а; = г С08 ср, у =^ г 8Щ ср С08 6, 4?= Г 8Ш ср 8Ш 6 

выводимъ 

X Уг' — х' /2^ + / 

С08 Ф = - , 81П ср = 1=^ — ^— - 

Г ^ Г г 

С08 О = —г-^ , 81П 6 = - — , ЫЬ =• - 

Уу'+0' Уу' + 0' У 

Эти формулы послужатъ для опред'Ьлешя полярныхъ координатъ 
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помощью Ерямоугольныхъ. Зд'Ьсь при ]/ должно брать знакъ +, 
чтобы согласоваться со сказаннымъ выше о предЬлахъ угловъ ср и Ь, 
Задачи: 1) Опред-Ьдить прямоугольныя координаты точки по 
даннымъ полярнымъ: 

г = 2, 9 = 54^27', Ь = 213°26'. 

2) Вычислить полярныя координаты точки: ( — 2,' -+-3, — 5). 

С. О кривыхъ поверхностяхъ. Поверхности второго порядка. 

104. Поверхности разделяются на алъебраичешя и трапсцен- 
дентныя. Поверхность называется алгебраическою или трансцен- 
дентною, смотря по тому, будетъ-ли ея уравнен1е въ прямолиней- 
ныхъ координатахъ алгебраическое или трансцендентное. Плоскость 
и поверхность шара суть алгебраичесшя поверхности. Уравнев1е 

/1} = ^§ 1-) , гд4 ж, у, /г означаютъ прямолинейныя координаты, 

принадлежитъ трансцендентной поверхности. Алгебраическ1я по- 
верхности подразделяются на порядки по степенямъ ихъ уравнен1я. 
Поверхность, у которой уравнен1е степени м и не можетъ быть 
понижено или разложено на уравнен1я низшихъ степеней, принад- 
лежитъ къ порядку п. Плоскость есть поверхность перваго по- 
рядка. Это разд4леше не зависитъ отъ координатныхъ осей, т.-е. 
если уравнеше поверхности /"(л;, у, 0) =^ О степени п относительно 
прямолинейныхъ координатъ х^ у, г, то оно будетъ также алгебра- 
ическое степени п относительно всякой другой системы того-же 
рода координатъ х\ у\ г. Для доказательства покажемъ, что отъ 
перем-Ьны координатъ а;, у, ^ на д?,' у\ г уравнеше /"(ж, у, -е?) = О не 
сделается трансцендентнымъ и останется степени п. По общимъ 
формуламъ (13) § 102 для перемЬны координатъ имЬемъ: 

а; = а + ад:' + Ьу' + с^', 
2/ = Р + ах' + Ъ'у + с'/, 
;^ = у + а"л;' + Уу' + с г!, 

гд-Ь а, р, 7 суть координаты новаго начала, а, Ь, с, а\Ъ\ с\а" ^ Ь", с" 
величины, зависящая отъ угловъ, составляемыхъ новыми коорди- 
натными осями съ прежними. Эти выражешя первой степени отно- 
сительно х\у', 8'\ поэтому, будучи поставлены въ ур./'Сл;, у, 5г) =: о 
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вм'Ьсто X, у, ^, они могутъ произвести только алгебраическ1е члены 
степеней не выше п относительно х\у\ 0\ и следовательно, пре- 
образованное уравнеше поверхности, которое означнмъ чрезъ 
1'{х\ у\ г') = О, будетъ опять алгебраическое степени не выше п. 
Нельзя допустить, чтобы эта степень была ниже п, потому что въ 
противцомъ случае, при обратномъ переходе отъ координатъ 
х\ у', е' къ X, у, ^, т.-е. отъ уравнения ^Р(ж', у\ г') == О къ 
/*(ж, у, я) = о, степень уравнен1я повысилась бы, что невозможно, 
потому что х\у\ &' суть функц1И первой степени (^носительно 
X, у, г. Если уравнен1е / (л;, г/, ;8?) = О трансцендентное, то преобра- 
зованное, ^{х\ у\ т) = о, не можетъ быть алгебраическимъ: :^ъ цро- 
тивномъ случа-Ь, при обратномъ переход* отъ х\у\ г' къ х, у, я, 
алгебраическое уравнен1е Р{х\ у\ /) = О преобразовалось-бы въ 
трансцендентное, что невозможно по доказанному выше. Мы вид4ли 
въ § 98, что алгебраическое уравненхе степени щ ({х, у, я) = О, отъ 
преобразован1я координатъ х, у, я въ однородныя х^, х^, х^, х^^ или 
въ тетраэдричестя, превраш;ается въ однородное алгебраическое 
степени п относительно новыхъ координатъ; поэтому разд-Ьдеше 
поверхностей по виду уравненхя на алгебраичесюя и трансцен- 
дентныя и алгебраическихъ на порядки относится къ какой ни 
есть систем-Ь однородныхъ, обыкновенныхъ или тетраэдрическихъ 
координатъ. 

105. Уравнен1е алгебраической поверхности можетъ быть пред- 
ставлено подъ видомъ 



+ (с^х^ + с^ху + с^у" +с^х + с^у + Се) ^•'^^ + 

+ + 

+ й^л;" + Кх^^-'у + . . . + К~гУ + ^т = О 



(1) 



Зд^сь число всЬхъ члеповъ равно пирамидальному числу 
' — ' — — — ^ — — — ^ — -^ т.-е. суммъ треугольныхъ чиселъ: 

1 + 3 + 6 + .. .+ ("+^>('^ + 2)- 



потому что одинъ членъ содержитъ г*^, три члена ;?** \ шесть 

членовъ ^ег" ' и т. д. и наконецъ, ' — ~ — ' — - членовъ не содер- 

жатъ я. 
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Коэффищентъ одного члена всегда можно привести къ единиц*, 

разд'Ьливъ на него все уравнеше; число прочихъ коэффиц1ентовъ 

будетъ тогда 

(п+1)(п + 2)(п + 3) 



1.2.3 



— 1, 



и представляетъ число услов1Й, необходимыхъ для опред'Ьлешя 

поверхности порядка п, наприм'Ьръ, число точекъ, которыми можно 

совершенно определить поверхность, т.-е. по которымъ можно опре- 

д-Ьлить всякую другую точку поверхности. 

Пусть (х,, у1, 0,) (д?„ у„ е^\ . . . , (хр, уп, гр) будутъ координаты 

(|г + 1)(п + 2)(м + 3) ^ ^ 
этихъ точекъ, гд* р = ^^ — --- -^ — )го — — ^- ^'^"ь подстано- 

1.2.0 

вленгя ихъ въ общее уравнеше (1) мы получимъ р уравнешй ли- 
нейныхъ относительно коэффиц1ентовъ: а, &!, Ь, , . . . , ^1»; откуда 
вывод емъ величины коэффищентовъ и такимъ образомъ опред'Ьлимъ 
уравненхе поверхности порядка п, проходящей чрезъ данныя точки. 
При этомъ могутъ представиться обстоятельства, подобный т*мъ, 
которыя встр-Ьтились въ § 31. 

1 06. Одно изъ отличительныхъ свойствъ поверхности порядка п 
<зостоитъ въ томъ, что пересЬченхе ея съ плоскостью есть вообще 
лин1я алгебраическая порядка не выше п. Положимъ, что пересЬ- 
кающая плоскость взята за плоскость координатъ ху. Чтобы полу- 
чить уравнеше пересЬченхя ея съ поверхностью, должно въ урав- 
ненш последней (1) положить ^ = 0; отъ этого получимъ уравненхе 

ЬХ + Кх"" "'2/ + . . . К-хУ + йт = О, 

которое не выше степени п относительно а; и у, а потому можетъ 
принадлежать линш порядка не выше п. 

Поверхность порядка п съ прямою лишею пересЬкается не 
бол4е какъ въ п точкахъ. Для доказательства допустимъ, что пе- 
ресекающая прямая взята .за ось г\ тогда для точекъ пересЬчешй 
ея съ поверхностью должно положить л: = О, у = 0; отъ этого 
уравненхе (1) приведется къ следующему: 

которое им4етъ не бол^е п вещественныхъ корей, представляю- 
щихъ координаты разсматриваемыхъ пересеченхй; следовательно, 
этихъ точекъ не можетъ быть более г/. 



01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



— 297 — 

107. Общ1й видъ уравнен1я поверхности 2-го порядка есть 

Ах' + А'у' -Ь ^'^ Н- Ву^з + В'^^ +, В"^У +^ 

-\-Сх+ Су + С"';? + 2) = 0. (1) 

Зд'Ьсь 10 коэффид1ентовъ; одинъ изъ нихъ можетъ быть сд'Ьланъ 
равнымъ единиц*; поэтому, чтобы совершенно определить урав- 
неше (1), надобно определить 9 неизв'Ьстныхъ. Это можно сделать, 
подчинивъ поверхность услов1ю, что она должна проходить чрезъ 
9 данныхъ точекъ. 

Поверхность (1) съ плоскостью можетъ пересекаться или по 
ЛИН1И 2-го порядка, или по двумъ прямымъ; сверхъ того можетъ 
случиться, что плоскость им^етъ съ поверхностью одну общую 
точку, или вовсе не им4етъ съ ней общихъ точекъ. 

Прямая лин1я можетъ пересечь поверхность только въ двухъ 
точкахъ, который иногда совпадаютъ въ одну. Можетъ также слу- 
читься, что прямая не пересекаетъ поверхности (1). 

Часть прямой между двумя точками, въ которыхъ прямая пе- 
рес4каетъ поверхность, называется хордою. Средины всгьхъ хордъ 
поверхности второго порядка, параллельныхъ какой-нибудь прямой, 
находятся на одной плоскости^ которая называется д'шметральною. 
Д1аметральная плоскость и хорды, чрезъ средины которыхъ она 
проходитъ, называются сопряженными, Докажемъ, что для всякой 
системы параллельныхъ хордъ существуетъ сопряженная д1амвтраль- 
ная плоскость и выведемъ уравнен1е этой плоскости. 

Пусть 

х = аг-^р, у = Ъ0-{-^ (2) 

^удутъ уравнен1я какой-нибудь прямой. 

Величины х^ 2/, 0, удовлетворяющхя уравнен1ямъ (1) и (2), при- 
надлежатъ точкамъ пересечешй этой прямой съ поверхностью; 
поэтому, исключивъ X ъ у изъ уравнешй (1) и (2), получимъ 

уравнеше 

Р^^ + (г^ + Д--0, (3) 

котораго корни суть кординаты этихъ точекъ, параллельный оси 00. 
Нетрудно видеть, что 

Р=Аа' + АЪ' + А" + БЬ + В'а + Б'аЪ 
42 = 2Аар + 2А'Ъа + ^ + -»> + Б"Ьр + Б"аа + Са + СЪ + С" 
Е = Ар' + А а' + В'рд_ -\-Ср+ С а + 2). 
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Полусумма корней уравнен1я (3), 

есть координата средины хорды, находящейся на прямой (2). 
Соотв4тственныя величины хну определятся изъ уравнен1я (2). 
Также найдемъ координаты средины всякой другой хорды. Когда 
хорда переменится такъ, что останется параллельною прямой (2), 
то переменятся только величины ^ и д- Но исключен1и последнихъ 
изъ уравнен1й (2) и (4), получимъ уравнеше, которому должны 
удовлетворять координа-ры срединъ вс^хъ хордъ, параллельныхъ 
прямой (2);. это уравненхе посл4 вс^хъ сокращен1й приведется къ 
следующему: 

{2Аа + В' + В"Ь) X + {2А:Ъ + Б + В' а) у + 
+ С2А' + В' а -\-ВЪ)г+ Са + С'Ъ + С" = О *). (5) 

Оно первой степени, следовательно, принадлежитъ плоскости, ко- 
торая и есть Д1аметральная, сопряженная съ хордою (2). 

Если д1аметральная плоскость перпендикулярна къ сопряжен- 
нымъ хордамъ, то она называется главною. Полагая, что оси коор- 
динатъ прямоугольны, мы будемъ иметь для перпендикулярности 
плоскости (5) къ прямой (2) условия: 

2Аа + В + В"Ъ _ 2А 'Ъ + В + В'а _ . . 

2А"+Ва + ВЬ~''' 2А''-\-Ва + ВЪ~ ^^ 

Величины а я Ъ, выведенныя изъ этихъ уравнен1й, определять 



*) Означивъ для сокращешя чрезъ /'(х,1/,г) = уравнеше (1). можно 
представить уравнеше (5) подъ видомъ 

дх ду ' дг 
Действительно: уравнен1е (4) или 

получается чрезъ дифференцироваше по г уравнешя (3) или ^{х, у, г) = Ог 
если разсматривать при этомъ а? и у какъ функщи г, определенныл уравне- 
Н1ЯМИ (2); отъ этого, по правилу дифференцирован1я сложной функщи, 

л/ л/ Я-/* 

получимъ — а-}-^6+а==0, куда должно подставить аг'\-р в-м-Ьсто 

X и Ьг-^д вместо у\ но такъ какъ потомъ надобно исключить ;> и д, то 
н-бть надобности делать эту подстановку. 
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направлен1е арямой (2), сопряженной съ главною д1аметрадьнок> 
плоскостью. 

Уравнешя (6) могутъ быть заменены следующими: 

2^" +^В'а+ т= 8, 

2Аа+Б' +В"й = а5, (7> 

2АЪ+ Б -\-В"а^Ъ8, 
Изъ двухъ последнЕхъ выводимъ: 

_ В'{8- 2А) + ВВ'' В(8-^А)+ В^В" 

"" (8-2ЛК8—2Л'Т-В'''' ' {8—2А){8—2А)—В'Г "^ 

подставивъ эти величины а и Ь въ первое изъ уравнен1й (7) и 
освободивъ его отъ знаменателей, получимъ 

(5 — 2^) (5 — 2^10 (5 — 2^") — В'(8—2А) — В' (8 — 2А') — 
— В"' (8 — 2 А") — 2ВВ' В" = 0. (9) 

Это уравнен1е 3-й степени относительно 8,. а потому им^еть, по 
крайней м^р*, одинъ вещественный корень. 'Вычисливъ этотъ ко- 
рень и подставивъ его вместо 5 въ формулы (8), найдемъ вели- 
чины а и Ъ, опредЬляющхя направленхе хордъ, перпендикулярныхъ 
къ главной д1аметральной плоскости; наконецъ, отъ подстановлен1я 
найденныхъ величинъ а и Ь въ уравнеше (5), получимъ уравнен1е 
главной Д1аметральной плоскости. Въ частномъ случае, когда коэф- 
фищенты при X, у, равны нулю, а Са + С'Ь + С не равно 
нулю, д1аметральная плоскость будетъ въ безконечности. 

Хорды, определенный такимъ образомъ, называются глав- 
ными. Возьмемъ одну изъ нихъ за координатную ось 0, а оси х 
и у въ какой-нибудь плоскости, къ ней перпендикулярной. При 
таковыхъ осяхъ будемъ им^ть: а = О, 6 = 0; отъ чего, по 
второму и третьему уравнешямъ (7), получимъ: 5=0, Б' = *), 

. *) Въ разсматриваемомъ случать уравнен1е (8) приводится къ стЬ- 
дующему: 

(8 — 2 А) {в ~ 2А') (в — 2А'0 — В'^ {% — А") — 
или 

[(§ — 2А) (в — 2 АО ~ В''^\ {8 — 2А'0 = о, 

которое им'Ёетъ три вещвственныхъ корня: 



8 = А+А'1!=1/(Л — А0^+Б''2, 8—1А''\ 

сл'Ьдовательно, поверхность второго порядка им-Ьетъ три системы глав- 
ныхъ сопряженныхъ хордъ. 
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т. е. уравнен1е поверхности (1) будетъ вида 

А^г + Жу^ + А'1? + Ъ'ху + С^ + Су + С''^? + I) = 0. 

Положивъ ;е? = о, получимъ уравнеше 

Ах^ + Ау" + Б"^у + Со; + Су + ^5 = О, 

принадлежащее (Ачешю поверхности съ плоскостью ху, КаЁое бы 
не было это с*чеше, всегда можно взять координатныя оси хну 
такъ, что въ уравнеши не будетъ члена съ произведешемъ ху 
(см. §§ 39 и 46), т.-е. будетъ В" = 0. Следовательно, уравненхе 
поверхности второго порядка всегда можетъ быть приведено къ виду 

Ах^ + ^У -Ь А'!^^ + Сх + Су + (7^ + 1> = 0. (10) 

108. Точка, служащая (рединою всякой харды, чрезъ нее про- 
ходящей, называется г^ентромъ поверхности. Легко видеть, что 
если начало координатъ въ центр*, то каждой точк* (х, у^ г) по- 
верхности, соответствуотъ друга}! ( — X, — у, — ^\ а потому урав- 
неше поверхности не должно измениться отъ перем-Ьны х, у, ^гг 
соответственно на — х, — у, — е. Чтобы такое свойство имело 
уравнеше 2-й степени, въ немъ не должно быть членовъ первой 
степени относительно х, у, в. Если же уравнен1е не имеетъ этого 
свойства, то начало координатъ нЬ находится въ центре. Чтобы 
узнать, имеетъ ли поверхность центръ, надобно посмотреть, нельзя ли 
чрезъ перемену начала координатъ преобразовать уравнен1е такъ, 
чтобы въ немъ не было членовъ первой степени. 

Посмотримъ теперь, имеетъ ли поверхность (10) центръ. 

Пусть будутъ а, р, у координаты новаго начала, а х\ у', г' новыя 
координаты относительно осей, параллельныхъ прежнимъ. По фор- 
муламъ § 99 имеемъ: 

х = х' -{- а, у =1 у' + [5, = / + у; 

отъ подстановлешя этихъ величинъ х, у, г въ уравнен1е (10), по- 
лучимъ 

Ах" + А у" + А в" + {2Аа + С) х' + {2А^ + С) у' + {2А^ -}- 
+ С) 0'+Аа' + А?' + ^У +Са+ (7'р -^ С^т + 2) = 0. (11) 

Чтобы новое начало координатъ было центромъ, въ этомъ урав- 
нен1и не должно быть членовъ первой степени; следовательно, 

24а + С = О, 2А^ + С' = СО, 2А^ + б" = 0; 
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-^- ^--^ ,—^ (12) 

2А' ^^~ 2Л" ^~ 2Л"' ^^"^^ 



Поверхность будетъ имйть одинъ определенный центръ, когда 
а, р, 7 конечныя величины, а для этого необходимо, чтобы ни одинъ 
изъ коэффиц1ентовъ Л, Л', А" не былъ равенъ нулю; тогда урав- 
неше поверхности (11) беретъ видъ 

Ах'' + Ау'' + ^0" + (? = О, (13> 

гд* 

д=Аа' + А'^' + АУ + Са .+ С'р + Су + 2) = О, 

Если одна или дв4 изъ величинъ а, р, у или вс4 три безконеч- 
ныя, то поверхность не им^етъ центра, и нельзя ея уравнен1ю 
дать видъ (13). 

Когда одна изъ величинъ а, р, у неопределенная, а дв* прочая 
конечныя, тогда поверхность имЬетъ безчисленное множество 
центровъ, находящихся на одной прямой,- параллельной одной изъ 
осей координатъ. Наприм'Ьръ если А" = 0, С" = 0, яо А и А' 
не равны нулю, то у будетъ неопределенная величина, а а и |^ 
конечныя и принадлежатъ множеству центровъ, находящихся на 
одной прямой, параллельной оси ;е?; тогда уравнеше (11) беретъ 
видъ 

Ах'' + А'у" +Я = 0, 
гд* 

^ = Аа' + А'^' + Са + С'^ + В, 

Оно можетъ принадлежать цилиндру съ производящею, параллель- 
ною оси 0, пересекающему плоскость ху по эллипсу или гипер- 
боле и превращающемуся въ одну прямую, параллельную оси 0^ 
когда ^ = О, а. А я А' положительный; оно принадлежитъ двумъ 
плоскостямъ, проходящимъ чрезъ ось 0, когда ^ = О, г. А и А' 
имеютъ противоположные знаки, наконецъ не представляетъ ни- 
какого геометрическаго места, когда все три величины А, А\ ^ 
положительныя (см. § 93). 

Если две изъ величинъ а, р, -у неопределенный, а третья ко- 
нечная, то поверхность имеетъ множество центровъ, находящихся въ 
одной плоскости. Напримеръ если ^[' = 0, ^" = 0, (7=0, С" = 0, 
а Аяе равно нулю, то величины р и у неопределенны, а а конечная и 
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принадлежитъ точкамъ, находящимся въ плоскости, параллельной 
плоскости уг. Тогда уравнеше (И) приведется къ следующему: > 

Ах" Ч- д = О, 

Оно принадлежитъ двумъ плосеостямъ, параллельнымъ плоскости 
1/.г, когда Л ъ ^ им-Ьють противоположные знаки; въ противномъ 
случай оно не представляетъ никакого геометрическаго м4ста. 

Изъ предыдущихъ изсд-Ьдовашй заключаемъ, что поверхности 
1зторого порядка могутъ быть разделены на два рода: 1) поверх- 
ности съ центрами и 2) поверхности безъ центровъ, и что общее 
уравнен1е первыхъ, перенесенхемъ начала координатъ въ центръ, 
можетъ быть приведено въ виду 

Аг' + Л'у" + А"/' + Я = 0. (14) 

Это уравнен1е содержитъ только квадраты координатъ; поэтому, 
взявъ дв* координаты произвольно, найдемъ для третьей дв4 рав- 
ныя и противоположныя величины; следовательно, каждая коорди- 
натная плоскость раздйляетъ пополамъ хорды, къ ней перпенди- 
кулярныя, т.-е. представляетъ главную Д1аметральную плоскость, 
сопряженную съ пересЬчешемъ двухъ другихъкоординатяыхъ пло- 
скостей. Легко видеть, что сЬченхя поверхности съ координатною 
плоскостью и со вс4ми плоскостями, ей параллельными, им^готъ 
центры, расположенные на перес'Ьчен1и двухъ другихъ координат- 
ныхъ плоскостей. Прямая, на которой находятся центры всЬхъ 
сЬченхй поверхности съ параллельными плоскостями, называется 
д1аметромъ, сопряжеянымъ съ плоскостями. Въ случае перпенди- 
кулярности его къ плоскости онъ называется главнымъ. Изъ ска- 
заннаго выше заключаемъ, что координатныя оси суть главные 
Д1аметры поверхности (14) *). 

109. Разберемъ различные виды поверхностей съ центрами, 
устранйвъ частные случаи, разсмотр4нные выше, въ которыхъ одинъ 
или два изъ коэффищентовъ: А, А\ А" равны нулю. 

Знаки коэффищентовъ А, А\ А" въ уравнен1и 

Ах' + АУ + ^"-^' + Я = (1) 

прецставляютъ два главныхъ случая: 1) когда вс4 три коэффищента 
положительные и 2) когда два положительные и одинъ отрицатеяь- 

*) ОхМ. Прноавленге III. 
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Бый. Случай трехъ отрицательныхъ коэффиц1ентовъ приводится къ 
первому, перем-Ьною знаковъ во всЬхъ членахъ уравнешя; такимъ 
же образомъ случай двухъ отрицательныхъ коэффицхентовъ и одного 
положительнаго приводится ко второму. 

1) Если въ первомъ случа* постоянный членъ ^ будетъ поло- 
жительный, то уравнеше (1) не представляетъ ниЁакого геометри- 
ческаго м-Ьста; потому что не можетъ быть удовлетворено веще- 
ственными величинами х, у, г, Въ томъ же случае при ^ = О ура- 
внен1е принадлежитъ одной точк-Ь^ нахо- . 
дящейся въ начал-Ь координатъ; потому 
что ему удовлетворяютъ только величины: 
^с = О, 2/ = О, -^ = 0. Въ первомъ же слу- 
чае, при отрицательномъ ^, уравненш ^ 
(1) могутъ удовлетворять перем^нныя ве- . 
щественныя величины х, у, ^, а потому 
уравнен1е принадлежитъ поверхности, ко- 
торую и изсл'Ьдуемъ. 

Разсмотримъ прежде всего пересЬченхя 
€я съ осями и плоскостями координатъ. Для пересЬчейя съ Осью 
X должно положить 2/ = О, -^ = и определить х жъъ уравнешя 
(1); такимъ образомъ найдемъ 

— О 

Эти величины вещественныя, равныя и знако-противоположныя; 
поэтому ось Ох пересЬкаетъ поверхность въ двухъ точкахъ А и 
А , равно отстоящихъ отъ начала координатъ. Также найдемъ, что 
ось Оу пересЬкаетъ поверхность въ двухъ точкахъ В я В', удален- 

ныхъ отъ начала на разстоян1е равное 1 / У , а ось 0^ въ 
двухъ точ кахъ С и С\ удаленныхъ отъ начала на разстоян1е рав- 
ное 1/ — 7^. Положивъ 






А 



А' ^'' 



введемъ эти величины, для удобства изсл'Ьдованхя, въ уравнеше 
поверхности (1). 
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. Такъ какъ 

л--^- Л'---^- Л'--^ 

то уравнеше (1) принимаетъ видъ 
или 

Для пересЬчешя поверхности съ плоскостью хОу им4емъ 

\-'' а' + ^ = ^- 

Эти уравнешя иринадлежатъ эллипсу, построенному на полуосях'ь 
О А = а и ОБ = Ъ. Также найдемъ для перес4чен1Я съ пло- 
скостью хО0 эллипсъ 

построенный на полуосяхъ ОА = а и и ОС = с, а для пересЬ- 
чен1я съ плоскостью у Он эллипсъ 

достроенный на полуосяхъ ОВ = 6, 0(7 =^ с. 

Разсмотримъ теперь перес4чен1я поверхности съ плоскостями, 
паралдельщами координатнымъ плоскостямъ, наприм^ръ, съ пло- 
скостью ВЕ!" или В'Е'Р\ параллельною плоскости хОу. Пусть 
;е? = ± А будетъ уравнен1е плоскости. Подставивъ ± Ь вместо е 
въ уравненхе поверхности, получимъ уравнен1е съ двумя перем-Ьн- 
ными X, у: 



или 






.« ' 



принадлежащее проекщи искомаго . сЬчешя на плоскости хОу и 
самому сЬченхю при ;гг ^ ± А; но чтобы оно могло быть удовле- 
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творено вещественными величивани х, у, величина -х должна быть 

не больше 1, а, следовательно, Л меньше или равно с, т.-е. пло- 
скость с4чеюя должна проходить между О и С или между О я С\ 
При А =: с уравненхе принадлежитъ точкамъ (7 и С, а при к < с 
эллипсу, у котораго полуоси суть: 



ВЕ=а = 






Такъ какъ --=:-—, то у всЬхъ с^чешй, параллельнв1хъ пло- 
скости хОу, оси пропорцюнальны. Таюе эллипсы называются по- 
добными. Наибольшхя величины полуосей а и Ъ' соотв-Ьтствують 
Л=,0, т.-е. принадлежатъ эллипсу ЛБА' В' въ плоскости хОу. 

Точно также найдемъ, что с4чен1я поверхности съ плоскостями, 
параллельными плоскости хО/з, будутъ эллипсы, подобные эллипсу 

и ь 

а с4чен1я съ плоскостями, параллельными плоскости уСк, будутъ 
эллипсы, подобные эллипсу 

Изъ этихъ изсл-Ьдованхй можно уже составить себ4 ясное понятхе 
о фигур-Ь поверхности. Она, подобно шару, сомкнута со всЬхъ сто- 
ронъ. Ее назвали эллипсоидомъ. Всякое сЬченхе съ плоскостью есть 
эллипсъ; потому что оно есть лин1я второго порядка (см. § 106) 
и сомкнутая. Впрочемъ легко въ этомъ удостовериться непосред- 
ственно следующимъ образомъ: пусть 

д? = ал; + рг/ + 7 

будетъ уравнеше перес'Ькаюш;ей плоскости. Исключивъ посред- 
ствомъ него ;ег изъ уравнен1я эллипсоида 



I. Сомовъ.— Геометр 1я. 



20 
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получимъ уравнете 

принадлежащее проекцш с4чешя на плоскости хОу, Зд4сь коэф- 
фиц1енты членовъ второй степени удовлетворяготъ условш: 



«■=^-*а+7)(^+1-)<«. 






показывающему (см. § 39), что проекщя сЬчешя есть эллипсъ, 
а поэтому и проектируемая кривая есть эллипсъ. 

Величины а, Ъ, с называются полуосями эллипсоида, а точки 
А, А, Д В\ С, С его вершинами. Въ случа* а = Ь, с4четя 
съ плоскостью хОу и съ плоскостями, ей параллельными, суть круги; 
следовательно, поверхность можетъ быть произведена обращенхемъ 
полуэллипса САС около оси СС'\ поэтому 

^' + У' , ^' _, 

есть уравнеше эллипсоида вращен1я около оси 0$. Если а > с, 
то эллипсоидъ вращен1я будетъ сжатый при полюсахъ С и С; 
въ противномъ же случа* онъ растянутъ по оси ОС. 

Въ случа* а = Ь = с эллцпсоидъ превращается въ шаръ 

^' + У* + -^^ = «' 
рад1уса ОА = а. 

2) Разсмотримъ теперь случай, когда въ уравнеши 

^^'+^У + ^V+(г = о (1) 

два изъ коэффиц1ентовъ А, А\ А" положительные и одинъ отри- 
цательный. Положимъ Л > О, А' > О, А" < 0. При этомъ мо- 
жетъ быть: ^ = О, ^ > О или ^ < 0. 
Въ случа-Ь ^ = имЬемъ 

Ах^ + ^У + А"^' = 0. (2) 

Этому уравненш удовлетворяютъ величины х=^0, у=-0, = 0, 
а потому начало координатъ принадлежитъ разсматриваемому гео- 
метрическому м-Ьсту. Величина 0, выведенная изъ этого уравнешя 



=-/^ 



+^у 
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будетъ вещественная при всякнхъ я? и у, потому что подкоренное 
количество положительно, и вм-Ьст* съ ними можетъ изменяться 
непрерывно, а потому геометрическое м*сто уравнешя есть поверх- 
ность. Для перес*чен1я этой поверхности съ плоскостью хОе 
им-Ьемъ: 



У = О, е = 



X 



— А' 



эти уравнешя хфинадлежатъ двумъ прямымъ О А и ОА, прохо- 

дящимъ чрезъ начало координатъ и составляю- 

щимъ равные углы съ осью Ох\ также най- 

демъ для сЬчешя поверхности съ плоскостью еОу 

уравнен1я: 



О, ^ = ± 2/ 



А' 

— А" 




Фиг. 138 



принадлежащая двумъ прямымъ ОВ и 0В\ 
проходящимъ чрезъ начало координатъ и соста- 
вляющимъ равные углы съ осью Оу. 

Для перес'Ьчен1я съ плоскостью ;ег = =1= с, параллельною хОу, 
получимъ уравненхе 

Ах^ + А'у* = — А'' с\ 



принадлежащее эллипсу АВА'В'у котораго полуоси суть: 



(3) 



Съ удаленхемъ плоскости ;2? = =±: с отъ начала координатъ, 
эти полуоси увеличиваются пропордхональпо разстоянш плоскости 
отъ начала, и сохраняютъ при этомъ постоянное отношеше: 



Ъ V А' 



следовательно, всЬ с4чен1я, параллельныя пло- 



скости хОу, суть подобные эллипсы, расширяющхеся съ удаленхемъ 
отъ начала. 

Легко вид4ть, что изсл-Ьдуемая поверхность есть конусъ съ 
эллиптическимъ основан1емъ АВА'В\ Формулы (3) даютъ 



А = — 



А'е 



А' = — 



А" с' 



20* 
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отчего уравнен1е конуса (2) дринимаетъ видъ 

—Л"г', Л" С' 



,2 А " ^2 



или 

Въ случае' а = Ь основан1е конуса АВА'В' будетъ кругъ,* и ко- 
нусъ можетъ быть произведенъ обращен^емъ прямой ОА около 

оси 0;2Г. 

ПересЬченхемъ конуса (4) плоскостью можно произвести вс4 
три кривыя второго порядка. Пусть 

Ах-^-Ву-^ С^ = В (5) 

будетъ уравненхе пересЬкающей плоскости. Исключивъ помощью 
него координату ^ изъ уравнен1я (4), получимъ проекщю сЬченхя 
на плоскости хОу\ 

+ -,-^,, (Ах + Ву) - -^ = о, (б> 

которая вообще есть лин1я второго порядка; проектируемая лишя 
будетъ также 2-го порядка (см. § 106) и, очевидно, одного свой- 
ства съ проекпдею, т.-е. будетъ сомкнутая кривая или эллипсъ, 
когда проекц1я есть эллипсъ; она будетъ состоять изъ двухъ или 
одной безконечной в'Ьтви, когда проекцхя представляетъ дв-Ь или 
одну в^твь, т.-е. •когда эта проекд1я есть гипербола или парабола. 
Для опред*лен1я вида лин1и второго порядка (6), разсмотримъ 
выражеше 

В' 1 



т 






составленное изъ коэффицхентовъ при квадратахъ координатъ 

А Б 
(§ 39). Очевидно, что при достаточно малыхъ величинахъ -^ и -^ 

ъ о 

это выражен1е будетъ отрицательное; при бодьшихъ — положительное, 
а при н'Ькоторыхъдругихъ — равно нулю;такъ что уравнеще (6) способно 
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представить всякую лин1Ю второго порядка, когда В не равно 
нулю, т;-е. когда плоскость не проходитъ чрезъ начало координатъ. 
Если же I) = О, то плоскость (5) проходитъ чрезъ начало ко- 
ординатъ и уравнеше (6) принадлежитъ: точк4 при ш < О, двумъ 
прямымъ при т>0 т одной прямой при т = 0. Для пло- 
скости (^), параллельной плоскости (5), проведенной чрезъ вершину, 

. Л В ^ 

выражеше т остается то же; потому что отношены -77 > -77 тъ же 

(см. § 97); следовательно, плоскость, не проходяп];ая чрезъ вер- 
шину конуса, перес4каетъ конусъ по эллипсу, когда параллельная 
ей плоскость, проведенная чрезъ вершину, не им^етъ, кром-Ь этой 
точки, другихъ обп1,ихъ точекъ съ конусомъ, т.-е. когда она прохо- 
дитъ между двумя ветвями конуса; плоскость пересЬчетъ конусъ 
по гипербол*, когда параллельная ей плоскость, проведенная чрезъ 
вершину, пересйчетъ конусъ по двумъ прямымъ; наконецъ, пло- 
скость въ перес4чеши съ конусомъ произведетъ параболу, когда 
параллельная ей плоскость, проведенная чрезъ вершину, им-Ьетъ 
съ конусомъ общ1я точки на одной прямой лин1и, т.-е. касается 
конуса по этой прямой. 

Изсл^дуемъ теперь уравнен1е 

Ах + к'У + А'^' + Я = (7) 

въ случа* 

^ > О, А' >0/ А' <0 и ^> 0. 

Легко видеть, что величина е, выведенная изъ этого уравне- 
шя, будетъ веп1;ественная для вг/Ьхъ величинъ х и у т вм-Ьст* съ 
ними можетъ непрерывно изменяться; поэтому уравнен1е принад- 
лежитъ поверхности. 

Для пересЬченхя этой поверхности съ осями Ох, Оу наход1^мъ 
мнимыя координаты: 



-/^«"/11/-. 
-/^=-/^|/-. 



^ ДЛЯ пересЬченхя съ осью Ог — веп];ественную 



--/-' 



1^. 

А" ' 
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следовательно, поверхность пересЬкается съ одною только коорди- 
натною осью 0^, и въ пересЬченш выходятъ дв4 точки С я С, 
на равныхъ разстоян1яхъ отъ начала, называеиыя вершинами по^ 
верхности. 
Положивъ 



/1=». /!='• V''- 



■Я 



'■; 



введеиъ величины а. Ъ, с, для удобства взсдгЬдоватя поверхности, 
въ ея уравнен1е (7): Такъ какъ 




Л = 






то уравнен1е (7) ириведется къ следующему: 

! 



или 






Въ перееЬчен1И поверхности съ плоскостью уОг найдемъ ги- 
перболу: 

^ = 0, /-^+1=0, 



которая пусть будетъ ЕСРЕ'С'1"\ она расположена в*твями по 
оси О0\ главная ея полуось есть с =^0С, а вторая Ъ = ОВ = 0В\ 
ПересЬченхе поверхности съ плоскостью х01: будетъ также 
гипербола: 



^ = 0, -, 



^+1=0, 



которая пусть будетъ ОСНО'С'Н'; она такъ же, какъ предыдущая, 
расположена в4твями по оси 0^, и главная ея полуось есть опять 
с = ОС, а вторая а = ОЛ = ОА. 

Съ плоскостью хОу поверхность не пересекается; потому что 
при = получается уравнен1е 



:^+-^+.=о. 
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которое не можетт^» быть удовлетворено вещественными величинами 
хну. Для сЬчешя съ плоскостью ^е? = =±: А, параллельною пло- 
скости хОуу найдемъ 

второе уравненхе ничего не иредставляетъ, когда к < с; оно даетъ 
дв4 точки С и С\ когда й = с, и принадлежитъ эллипсу ЕСгРН 
или Е'О'Р'Н', когда А > с, т.-е. когда плоскость сФчетя непро- 
ходитъ между вершинами С я С. Полуоси этого эллипса, парал- 
лельныя рсямъ Ох и Оу, суть: 



Вв~а' = а ^—1» ВЕ=Ъ' = Ъ\/^ — 1. . 

Съ непрерывнымъ возрастанхемъ А, эти полуоси непрерывно уве- 

. а О А V 
личиваются, сохраняя постоянное отношеше ^^- = ттъ » ^*Д^^^" 

тельно, с*чен1я поверхности съ плоскостями, параллельными пло- 
скости хОу^ суть подобные эллипсы, расширяющхеся съ удалешемъ 
от^ начала координатъ. Итакъ, поверхность состоитъ изъ двухъ 
отд-Ьльныхъ полъ, простирающихся неопред'Ьленно по оси Ог въ об4 
стороны. Эта поверхность названа гиперболоидомъ о двухъ полахъ. 

Величины а, Ь, с называются полуосями поверхности. При а = Ь 
сЬчешя, параллельныя плоскости хОу, будутъ круги, и гипербо- 
лоидъ можетъ быть произведенъ обращен1емъ гиперболы ОСНСг'С'Н' 
около оси ОС, 

Если положимъ, что въ уравненш конуса 

а, Ъ, с суть полуоси гиперболоида о двухъ полахъ, то конусъ 
относительно гиперболоида им4етъ такое же свойство, какъ ассимп- 
тоты относительно гиперболы, т.-е. 06*6 поверхности на своемъ 
безконечномъ протяженхи сближаются такъ, что разстоянхе между 
ними становится безконечно малымъ. Для доказательства, найдемъ 
разность между координатами точекъ, взятыхъ на той и 
другой поверхности при одинаковыхъ х 1/1 у. Означивъ чрезъ / 
координату конуса для отлич1я отъ координаты гиперболоида, 
им^емъ 
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отсюда выводимъ 



— 1=0 



Когда г ж г! им-Ьготъ одинаковые знаки, т.-е. направлены въ одну 
сторону, тогда ^ег + ^' возрастаетъ безпред'Ьльно съ удалешемъ 
соотв4тственныхъ точ^къ отъ начала координатъ, а потому раз- 
ность ^ — ^' безпред'Ьльно уменьшается и становится безконечно- 
малою; следовательно, разстояше между точками {х, у, ^) ^ {х, у, /) 
становится безконечно мало на безконечно-большомъ разстоянш отъ 
начала координатъ. 

Положивъ а; = въ уравнешяхъ конуса и гиперболоида, по- 
лучимъ: 

первое уравнеше принадлежитъ ассимптотамъ той гиперболы, кото- 
рой принадлежитъ второе уравнеше; т.-е. пересЬчешя конуса съ 
плоскостью уОе суть ассимптоты гиперболы ЕСРЕ'С'1"- Такъже 
найдемъ, что перес^чешя конуса съ плоскостью хО/^^ суть ассимп- 
тоты гиперболы ОСНО'С'И', Нетрудно также доказать, что вся- 
кая плоскость, проведенная чрезъ точку О, пересЬкаетъ гипербо- 
лоидъ по гиперболе, у которой ассимптоты суть перес4чешя той же 
плоскости съ конусомъ; поэтому разсматриваемый конусъ назы- 
ваютъ конусомъ ассимптопп гиперболоида. 
Изсл4дуемъ наконецъ уравнен1е 

Ах' + А'у' + Л"0' + Я = (8) 

въ случае ^ > О, ^' > О, Л" <0 и ^ < 0. 

Величина будетъ вещественная при вещественныхъ величи- 
нахъ ж и «/, удовлетворяющихъ условш Лх^ + Ау' -{- Я > О, 
и вм4сте съ ними можетъ непрерывно изменяться; поэтому урав- 
неше принадлежитъ поверхности. 

Для пересечен1я съ осями 'Ох ж Оу найдемъ вещественный 
координаты: 
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-следовательно, поверхность пересЬкаетъ каждую изъ этихъ осей 
въ двухъ точкахъ, на равныхъ разстоян1яхъ отъ нэ-чала коорди- 
натъ. Пусть будутъ Л, Л\ Д В' эти точки; он4 называются вер- 
шинами. 

Ось 0-ег не пересЬкаетъ поверхности; потому что при ж = О 
л у = О получается мнимая величина 



Положивъ 



АО: 

V ^ 

^с ^ ОС— 0С\ 

введемъ величины а, Ь, с въ уравнеше поверхности. Такъ какъ 



А = -Я 






Я 



то уравнен1е (8) беретъ видъ: 
Я 



Я 

а' 



х» - ,*? 1/' + ^ г' + ^ = О 



или 



^' _и / _ '^'' — 1 



(9) 




Фиг. 140 



11ерес'Ьчен1е поверхности съ плоскостью уО^ есть гипербола 

х^О, |, — ^^ = 1, {ЕВРЕ'В'Г) 

у которой Ь есть главная полуось, а с вторая. ПересЬченхе съ 
плоскостью хОг есть гипербола 



2/ = О, 



л; 



1, (ална'л'н); 



у которой а есть главная полуось, а с вторая. Плоскость хОу пе- 
ресЬкаетъ поверхность по эллицсу 



О, ^ + 1=1, (АВЛ'В'1 
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построенному на полуосяхъ а ъЪ. С-Ьчен^е съ. плоскостью ;гг = 1±1 й, 
параллельною хОу, есть эллипсъ 

= ±ь, ^ + -?1 — ^' = 1, {Еака' иди рвор'Н'): 

а о с 
Полуоси его суть: 

Ва = а' =а г^1 + ^ , ВЕ = Ъ' =Ь 1 + ~, 

эти полуоси возрастаютъ съ возрастанхемъ А, т.-е. съ удалешемъ 
плоскости сЬчешя отъ начала координатъ, сохраняя постоянное 

а АО „ V 

отношенхе — = ^^^ • Наименьшш ихъ величины соотвътствуютъ 

Л = о, т.-е. принадлежитъ эллипсу АВА'В\ который называется 
горломъ поверхности. Изъ вс4хъ этихъ изсл-Ьдовашй видно, что 
поверхность цредставляетъ одну непрерывную полу, расширяю- 
щуюся по направлешю оси Ое, въ ту и другую сторону. Эта по- 
верхность называется тперболоадомъ обг одной полп>. Длины АО = 
= а, ОВ = Ъ и ОС =^ с суть полуоси поверхности. 

Горло АВ'А'В и сЬченхя, ему параллельныя, превращаются въ 
крути, когда а = Ь; въ такомъ случа4 гиперболоидъ можетъ быть 
произведенъ обращешемъ гиперболы &АН(т' А' Н' около оси (7С. 

Конусъ . 

а' ^ V с' ' 

у котораго а, Ъ, с суть полуоси гиперболоида объ одной пол4 
(8), есть ассимптота этой поверхности, въ чемъ легко удостовериться 
такъже, какъ и для гиперболоида о двухъ полахъ. Для этого раз- 
смотримъ опять разность между координатами ^ двухъ точекъ, 
взятыхъ на конус* и на гиперболоид* при т*хъ же х ж у. Озна- 
чивъ чрезъ з' координату первой, а чрезъ ^ координату второй, 
будемъ им*ть 

а''^ Ъ' с' ^ ' а' "^ V / "" ' 
отсюда выводимъ 



потомъ 



^ ^= ] 7 
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При и ^2?', им^ющихъ одинаковый знакъ, сумма хг + ^' возра- 
стаетъ безпред'Ьльно съ удаленхемъ точекъ отъ начала координатъ; 
поэтому разность е' — е уменьшается и становится безконечно- 
малою. Точно такъ же, какъ и для гиперболоида о двухъ полахъ, 
находимъ, что производящ1я конуса суть ассимптоты гиперболъ, 
по которымъ 1'нперболоидъ объ одной пол* пересЬкается съ пло- 
скостями, проведенными чрезъ эти нроизводящ1я. 

Изъ предыдущихъ изсл4дован1й заключаемъ, что поверхности 
второго порядка съ центрами представляютъ три главныхъ вида: 



элАмпсоидъ: 
гиперболоидъ 


двухъ полахь: 


-1. 

X* 

а' 


+ 


у' 




г' 
с' 


+ 1 




и гиперболоидъ объ одной помь. 




а' 


-\- 


У' 
6' 


— 




1. 



Конусъ есть частный видъ двухъ посл-Ьднихъ; его можно разсма- 
тривать какъ гиперболоидъ, у котораго дв4 полуоси равны нулю. 
Въ самомъ. д'Ьд'Ь: если положимъ а = ас, Ь = [Зс, то уравненхя 
гиперболоидовъ примутъ видъ 

при ^ == о получимъ а = о, Ь = О и 

а это уравнеше принадлежитъ конусу. 

Когда одна изъ полуосей эллипсоида или гиперболоида объ 
одной пол*, или одна изъ полуосей а и Ъ гиперболоида о двухъ 
полахъ, сделается безконечною, тогда разсматриваемая поверх- 
ность превращается въ цилиндръ. 

ЗамЬтимъ еще, что изъ уравнен1я эллипсоида можно вывести 
уравнешя гиперболоида о двухъ полахъ, переменою а^ и 6' на — 
— а* и — Ь', а уравненхе гиперболоида объ одной пол* перем-Ь- 
ною с* на — с*. 

110. Остается разсмотр-Ьть поверхности второго порядка, не 
иэгЬюпця цедаровъ. 

Уравнен1е 

Ах^ + ^У + ^V + Сх+ Су + С''0 + В=О, (1) 
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къ которому, было приведено общее уравнеше поверхностей вто- 
рого порядка [см. уравнеше (10) % 107], принадлежитъ поверх- 
ности безъ центра, когда одинъ или два изъ коэффицдентовъ при 
квадратахъ координатъ равны нулю (см. § 108), а коэффициенты 
при первыхъ степеяяхъ тЬхъ же координатъ не равны нулю. 

Въ случа-Ь двухъ коэффищентовъ равныхъ нулю, наприм4ръ 
^. = О, Л' =^ О, уравненхе (1) принадлежитъ цилиндру, въ чемъ 
легко удостовериться сл4дующимъ образомъ: для пересЬченхя по- 
верхности еъ плоскостью ^5^ = Л, параллельною хОу, получимъ 

^ = Л, А'^ + Сх-\- Су' + С"Ь + 2) = 0; 

эти уравнен1я принадлежатъ прямой лин1и, и такъ какъ зд-Ьсь 
коэффищенты С и С остаются т4 же для всЬхъ величинъ А, то 
ВС* прямыя, происходящ1я отъ перес4чен1я поверхности съ пло- 
скостями, параллельными хОу, и съ этою самою плоскостью, соста- 
вляютъ равные углы съ осями Ох и Оу, а потому эти прямыя 
между собою параллельны» Такое свойство можетъ принадлежать 
только цилиндру. За направляющую цилиндра можно взять сл-Ьдъ 
его на плоскости хО^: 

у = О, А''^г' + Сх-\- С''0 + В = О; 

этотъ сл-Ьдъ есть парабола (см. § 46). 

Положимъ теперь, что въ уравнеши (1) будетъ Л = О, яо Л\ Л*' 
и (7 не равны нулю. Для упрощешя уравнен1Я, перенесемъ начало 
координатъ въ другую точку (а, р, у), перем*нивъ координаты х, у, 
на друпя, имъ параллельныя, л;', «/', /, иопред'Ьливъ новое начало 
такимъ образомъ, чтобы въ новомъ уравнеши 

Л'у'' + Л V + Сх' + (2^'р + С) у + (2^"у + С) ^' + А^' + 
+ ^"т' + Са + С'Р + С"т + 2) = о 

не было членовъ съ первыми степенями у', / и постояннаго члена. 
Для этого должно положить 

2А^ + С = О, 2^"7 + С" := О, 

А^^ + ^"т' + Са + С'^ + (7"т + I) = 0; 

откуда выходитъ 

С" , С" Ъ 
-т 



4Л'С ' 4Л"С С 
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Такъ какъ А\ А% С не равны нулю, то величинй ое, р, у конечный 
и вышесказанное преобразоваше возможно; посл4 чего уравненхе 
поверхности приведется къ следующему: 



Ау" + А'1^" + Сх' = 0. 



(2) 



Можно предположить, что здфсь коэффищентъ А > 0; въ про- 

тивномъ случае можно привести къ этому услов1Ю переменою зна- 

ков1г во вс4хъ чденахъ уравнен1я. При этомъ будетъ Л" > О или 

А' < 0. Коэффид1ентъ С также можетъ быть положительный или 

отрицательный; но достаточно разсмотрйть одинъ только изъ этихъ^ 

случаевъ, потому что другой случай приведется къ первому, если 

переменить направлеше положительныхъ т! на противоположное. 

Мы разсмотримъ случай С < О и положимъ 

0=:^ — ^\ отъ этого уравнен1е (2) приметъ 

видъ 

Ау' + А^' = ^x. (3) 

1) Изсл^дуемъ сперва это уравнете въ 
слу^а* А" > 0. 

Въ перес4чеши съ плоскостью хОу най- 
демъ параболу 

^ = 0, Ау'=^^x, {АОА\ 

простирающуюся въ сторону положительныхъ х, 
съ плоскостью аОх получимъ также параболу 

у = (), Аг' = ^x, {ВОВ'1 




Для перес'Ьчен1я 



простирающуюся въ сторону положительныхъ х, Означивъ чрезъ йр 
и 2р' параметры этихъ параболъ, будемъ им-Ьть 



слгЬдовательно, 



2р 


Л" 


2/ = 


2Л"' 


А 


_ « 

- 2р' 


Х = 


2р" 


нет 


ея къ следующему: 






= 2ж. 





При X 



(4) 



у* г' 
О получимъ " Н — 7 = 0. Этому уравненш удовде- 



0|д1112ес1 ЬуСл0051С 



318 



творяютъ только " величины у = О, ^ = 0; следовательно, по- 
верхность йъЛетъ на плоскости уО/^ только одну точку, начало 
коордйнатъ. Для пересЬченхя поверхности съ плоскостью х=^Ь, 
параллельною уО^, найдемъ 

- = ^. 1 + 7^-^'^' 

эти уравнен1я при А < О ничего не представляютъ; поэтому по- 
верхность не пересекается съ плоскостями, параллельными уОе, 
проведенными со стороны отрицательныхъ х. При А > О с4ч:ете 
будетъ эллипсъ съ полуосями: СА=^У2Ьр и С5=]/2/гУ, кото- 
рый неопределенно увеличиваются съ возрастан1емъ й, сохраняя 



постоянное отношеню 



/^ 



Изъ этихъ изслйдованхй видно, что 



поверхность представляетъ одну непрерывную полу, простираю- 
щуюся и расширяющуюся неопределенно въ сторону подожитель* 
ныхъ X. Эта поверхность названа тьараболоыдомъ эллиптическимъ. 
Легко удостовериться такъже, какъ въ§ 109, что плоскость можетъ 
ее пересечь тблько по эллипсу или параболе, но нельзя получить 
въ сечен1и гиперболы. При р=р' сечен1я, параллельныя пло- 
скости хО0, будутъ круги; въ такомъ случае параболоидъ можетъ 
быть произведенъ обращен1емъ параболы ЛОЛ' около оси Ох. 

2) Разсмотримъ наконецъ уравнен1е 

Л'у' 4- Л'У = Ях 

въ случае Л' < 0. Въ пересечен1и съ 
плоскостью хОу получимъ параболу ' 

^ = 0, Лу=дх, {ЛОЛ'Х 

простирающуюся въ сторону положи- 
тельныхъ X, Пересечен1е съ плоскостью 
хОа будетъ также парабола 

у^О, Л"0' = дх, (БОБ'), 

но простирающаяся въ сторону отрипательныхъ х; потому что 

1 / ~г будетъ вещественная только для отрицательныхъ ж, такъ 

какъ ^ > О, а Л" < 0. Означивъ чрезъ 2р и 2р' параметры па- 
олъ ЛОЛ' и БОБ', будемъ иметь 

Л" ^ А" 




2р 
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0,0 
а потому Л' = -—, Л"=^ — -^г, и уравнеше поверхностд мо- 

асетъ быть приведено къ виду 

^ — ^ = 2х. 
Р Р 

При X ^0 получимъ 

Р Р Р 



I » 



следовательно, плоскость гОу перес^каетъ поверхность по двумъ 
прямымъ СС и В1У, проведеннымъ чрезъ начало координатъ и 
составляющимъ съ осью Ог равные углы, которыхъ тангенсъ 

равенъ 1 / ^ . Для пересЬчешя съ плоскостью ж = А параллель- 
ною 0Оу, получимъ 

х = \ ^ — ^ = 2А, 
Р Р 

уравнен1я, принадлежащ1я гипербол*. Легко видеть, что при А > О 
главная ось этой гиперболы параллельна оси Оу и следовательно, 
вершины кривой расположены по прямой, параллельной Оу, какъ 
у ЕРОЕ'Р'Сг*. При к < О главная ось параллельна 0^, какъ 
у ^НК^'Н' К'. Ассимптоты всЬхъ этихъ гиперболъ параллельны 
прямымъ СС и ВТУ, Не трудно доказать, что поверхность въ 
сЬчеши съ плоскостью можетъ произвести только параболы, гипер- 
болы и прямыя лиши, но никогда не даетъ эллипса. Разсматри- 
ваемая поверхность называется параболоидомъ гипербомлческимъ. 

Такимъ образомъ мы нашли дв* поверхности второго порядка, 
не имеюпця центровъ: параболоиды эллиптическхй и гиперболи- 
чесшй; ихъ уравнен1я могутъ быть соединены въ одно: 

Р Р 

Когда одинъ изъ параметровъ 2р и 2р' сделается безконечнымъ, 
тогда параболоидъ превраш;ается въ цилиндръ съ производяп1;ею, 
параллельною оси Оу или 0^, и съ параболическимъ основашемъ 
на плоскости хОг или у Ох, 

111. Между поверхностями второго порядка мы встретили, какъ 
частные виды, конусъ, цилиндръ и плоскость, принадлежаш;1я къ 
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поверхностямъ, вазываемымъ линейчатыми, т.-е. къ такимъ, которыя 
могутъ быть произведены двяжешемъ прямой лин1и; но крон* того 
есть еще дв4 линейчатыя поверхности второго порядка, а именно: 
гиперболоидъ объ одной полть и пароболоидъ гиперболическгй. Чтобы 
въ этомъ удостовериться, посмотримъ прежде, какъ вообще узнать, 
что данная поверхность принадлежитъ къ линейчатымъ. 
Пусть Р {х, 2^, ^) = О будетъ уравнен1е поверхности и 

X ^=^ аа -{- т, у =: р^ -{- п (1) 

уравнен1я прямой, которую желаемъ положить на поверхность 
вс1^ми точками. Чтобы последнее усдов1е было удовлетворено,- на- 
добно, чтобы координаты х я у прямой удовлетворяли уравнешю 
1" {х, у, 0) =^ О при всякой величине ^; для этого уравненхе 

Р (а0 + ^, ?^ + '^ -2г) = О (2) 

должно быть тождественно относительно 0, Расположивъ его по 
степенямъ ^ и положивъ равными нулю коэффиц1енты всЬхъ чле- 
новъ, получимъ услов1я, что уравнен1е (2) есть тожество. По этимъ 
услов1ямъ должно определить величины а, (3, т и п. Если найдемъ 
для нихъ опред4ленныя вещественный величины, то можно по- 
местить прямую (1) на поверхности Г(х, у, 1з) = О въ одномъ или 
несколькихъ опред4ленныхъ положен1яхъ; но нельзя будетъ дви- 
гать прямую по поверхности, потому что а, р, т и п йостоян- 
ныя. Если же выведенныя услов1я даютъ таюя вещественныя 
величины для а, (5, тип, что можно одну разематривать какъ 
независимую переменную, а проч1я какъ ея функцхи, то по- 
верхность будетъ общимъ местомъ множества прямыхъ и можетъ 
быть произведена непрерывнымъ движенхемъ прямой; следова- 
тельно, поверхность будетъ линейчатая. 

112. Приложимъ этотъ способъ розыскан1Я линейчатыхъ по- 
верхностей къ поверхностямъ второго порядка. 

Разсмотримъ сперва поверхности, имеющ1я центры. Уравнетя 
ихъ могутъ быть представлены подъ общимъ видомъ 

Рх' + Оу' + Е0' = 1, 

где 

р--^^ 0--^ в--^^ 

2^ а,Ъ, с полуоси. 
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Подставивъ сюда, вместо хну, координаты прямой линш 

X =^ а0 -\- т, ^ = |3^ -]-. и, (1) 

получимъ 

(Ра' + д?' + ^5) ^' + {2Гат + 20^п) а + Р^г* + (^г' = 1. 

Чтобы это уравнение было тожественно относительно ^, надобно 
положить 

2Рат + 'Щп = ^ [. (2) 

Рт* + дп"" = 1 

Въ случае эллипсоида, величины Р, д я 1{ положительныя; 
тогда нервое изъ условий (2) не можетъ быть удовлетворено ве- 
щественными величинами а и [З, и, следовательно, нельзя уложить 
на эллипсоид* прямую лин1Ю. Для гиперболоида о двухъ полахъ Р 
« ^ отрицательный, а В положительное; тогда третье изъ урав- 
нешй (2) даетъ мнимыя величины для ш и п.; следовательно, на 
гиперболоид* о двухъ полахъ также нельзя уложить прямую лишю. 
Остается разсмотр*ть гиперболоидъ объ одной пол* 

въ такомъ случа* уравненхя (2) приведутся къ следующимъ: 

а* , Э* 1 ^ 

,^+У-7 = (4) 

сит , 3/^ ^ ,^. 

«'- + ^ = ^ ^^> 

Уравнен1е (4) показываетъ, что прямая, лежащая на гиперболоид*, 
должна быть параллельна одной изъпроизводящихъ/гояутасл^лттотг 

2 12 

а* ^ V с' ^• 
Въ самомъ д^л*: уравнешя прямой, проходящей чрезъ вершину 

I. Сомовъ. — Геомет])1я. 23 
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конуса и параллельной пряной (1), будуа'ъ х =^ аг, у = рхг; под- 
ставввъ эти величины о; и «/ въ уравнеше конуса, найдемъ 

«У , ВУ г*_,^ 
или 

Это уравнен1е, выражающее условхе, что прямая л; = а^Е?, у = ^^? 
лежитъ на конусЬ, тожественно съ уравнешемъ (4). 

Уравнеше (6) показываетъ, что координаты т и п, принадле- 
жащ1я сл4ду прямой (1) на плоскости хОу, удовлетворяготъ урав- 
нешю горла гиперболоида 

а потому этотъ сл4дъ (т, п) есть одна изъ точекъ горла, что 
впрочемъ можно было бы предвидеть; потому что горло, какъ 
сл-Ьдъ гиперболоида на плоскости хОу есть общее м4сто сл4довъ 
всЬхъ ЛИН1Й, прямыхъ или кривыхъ, проведенныхъ по гипербо- 
лоиду. 

Помноживъ уравнеше (5) на х? и сложивъ его потомъ съ урав- 
нен1емъ (6), получимъ 

т{аг -^ т) п ([Зхг + >^) 

а' ^' Ъ' "~ • 

что всл^ЬдстЕхе уравнен1я (1) приводится къ уравнешю первой степени 

принадлежащему касательной къ горлу въ точк4 (ж, п) (см. § 60): 
следовательно, проекц1я прямой (1) на плоскости хбу должна 
быть касательна къ горлу. Легко доказать, что можно провести чрезъ 
всякую точку горла прямую (1), такъ что она будетъ лежать на 
гиперболоид*. Для этого надобно доказать, что прц вс^хъ величи- 
нахъ т я щ удовлетворяющихъ уравненш горла, т.-е. условхю (6), 
уравнешя (4) и (5) даютъ возможныя величины для аир. Урав- 
нев1е (5) можетъ быть представлено подъ видомъ 

а п '^ т 

а ' Ъ Ь ' а ' 
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отсюда по известному свойству пропорщи выводимъ 



я , п 

а ' Ъ 


Ъ ' 


а "^ 


^^ 


/ 


5 + 


V ■ 


что, всл4дств1е 


УСЛ0В1Я 


(4), 


даетъ 








ОС 

а 


и 

■ ь' 


= — 


Ь 


а 


с 


следовательно, 


а = 


= -: 


ап 
Ьс' 




' ас 



Эти величины всегда возможны; поэтому существуетъ безчисленное 
множество положешй, въ которыхъ можно, уложить прямую на 
гиперболоид*, и уравяешя такой прямой ббрутъ видъ 

_^ап . Ът , 

ж = =±= ^г- ^ + >^. У = =4= — ;е? + >?; 
Ьс ас 

сюда должно присоединить уравнеше касательной къ горлу 

^ -и ^ _ 1 
а' "^ Ь* ~ ' 

которое, впрочемъ, можетъ быть выведено непосредственно изъ 
двухъ предыдущихъ. Двойной знакъ при г показываетъ, что можно 
чрезъ точку горла (т, п) провести по гиперболоиду дв4 прямыя; 
следовательно, гиперболоидъ объ одной помь есть линейчатая по- 
верхность, которую мооюно произвести двоякимъ образомъ: 1) дви- 
оюенгемъ прямой 

ап0 , Ът0 , ,^. 

и 2) движенгемъ прямой 

апг , , Ьтг . . . 

Не трудно построить эти дв* прямыя, называевшя прямолиней- 
ными производящими. По доказанному выше, он* должны быть па- 
раллельны двумъ производящимъ конуса ассиматотъ 

1 + 1-1-0- 

21» 
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^^л'Ьдовательно, плоскость 

въ которой он'Ь находятся, параллельна плоскости, проходящей 
чрезъ соотв'Ьтственныя производящая конуса, а потому сл1^щ 9тихъ 
двухъ плоскостей между собою параллельны; отсюда выходить сл-Ь- 
дующее яостроен1е: 

Пусть будутъ: ОА = а] ОБ = Ъ, ОС = с полуоси гипербо- 
лоида. Начертимъ помощью двухъ первыхъ горло ЛВЛ'В'; про- 
ведемъ къ нему касательную въ какой-нибудь точк* М и дха- 
метръ Р^, параллельный атой касательной, т.-е. сопряженный съ 
прямою ОМ (см. § 66). Поел* того проведемъ плоскость чрезъ 
Р^ и ОС; въ пересЬченхи ея съ конусомъ ассимптотъ найдемъ пря- 

мыя ОР' и 0^': наконедъ, проведемъ 
прямыя, параллельныя посл'Ьднимъ, 
чрезъ точку М; такимъ образомъ по- 
лучимъ МО и МП, производящ1я 
гиперболоида. 

Производящ1я конуса ОР' и 0^' 
могутъ быть определены на основа- 
ши сл^дующаго зам^чашя: плоскость,^ 
параллельная горлу, проведенная 
чрезъ вершину (7, пересЬкаетъ ко- 
нусъ ассимптотъ 




Фиг. 143 



ПО эллипсу Р'N'^'М', 



^ = ^' а^ + !'-1=^' 



У котораго проекцхя на плоскости горла будетъ само горло; сл-Ь- 
довательно, перпендикуляры, возставленные изъ Р и ^ къ плос- 
кости горла, встр^тятъ разсматриваемое сЬченхе конуса въточкахъ Р' 
и ^\ чрезъ который должны проходить искомый производяпця ко- 
нуса. Перпендикуляръ къ плоскости АОБ, возстановленный изъ Му 
встр-Ьтитъ эллипсъ Р'N'^' въ точк* ЛГ; проведя чрезъ эту точку- 
касательную къ этому эллипсу и отложивъ на ней длины 
М'Сг^ СР' и М'Н=^ С(^, получимъ дв4 точки & и Я, при- 



01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



— 325 — 

надлежащ1я производящимъ гиперболоида, какъ это легко видеть 
изъ треугольниковъ 0Р^' и МО-Щ у которыхъ стороны соотв-Ьт- 
-ственяо равны и параллельны. Такъ какъ производящхя конуса ОР' 
и 0^' составляютъ равные углы съ осью ОС, то и производящая 
гиперболоида, МО и МЩ будучи имъ параллельны, также соста- 
вляютъ равные углы съ этою осью или съ прямою ММ'. Произво- 
ДЯЩ1Я гиперболоида ДК и Ш!^, проведенныя черезъ точку ^, д1аме- 
трально противоположную съ Ж, параллельны прямынъ ОР и 0^\ 
а, сл']^доватёльно, и прямымъ М(х и МН. 

Легко вид4ть, что два как1я ни есть положешя производящей 
одного рода, напр. ЖЯи М^1у, не пересекаются. Пусть будетъ еТ'пе- 
ресЬченхе проекц1й этихъ производящихъ на плоскости горла; если 
бы эти прямыя пересЬкались, то нересЬченхе ихъ находилось бы 
на перпендикуляр* Р'Р къ плоскости горла, проведенномъ чрезъ 
точку еГ, а это невозможно, потому что Р1" встр4чаетъ прямую 
Ж,^! выше горла, а прямую ЖН— ниже горла. Но производящая 
МгНг пересЬкаетъ производящую второго рода, МСг. Въ самомъ 
д4л*: перпендикуляръ «ТУ встр-Ьтитъ об* прямыя выше горла и при 
:этомъ встречается съ поверхностью гиперболоида; но, такъ какъ РР' 
перес4каетъ гйперболоидъ только въ двухъ точкахъ (см. § 106), 
который симметрически расположены относительно плоскости горла, 
то цересЬченхя его съ прямыми М^Щ и МСг должны находиться 
въ одной точк* 2^. Прямыя Ж,&, и МН пёрес/Ькаются въ точк-Ь Т 
^симметрической съ ^Р относительно плоскости горла. Легко вывести 
эти заключен1я изъ уравненхй производящихъ. Можно притомъ до- 
казать, что проекц1и производящихъ гиперболоида на плоскости гО^ 
зсасаются гиперболы 

. ^ = ^' а*-?=^' 
а проекщи ихъ на плоскости ^Оу касаются гиперболы 

V & 

Прямая (7), двигаясь по гиперболоиду, будетъ постоянно пере- 
черкать ВС* прямыя, представляюппя различный положешя прямой (8). 
Такъ какъ трехъ прямолинейныхъ направляющихъ, не находящихся 
по дв4 въ одной плоскости, совершенно достаточно для образовашя 
яоперхности движешемъ прямой (см; Начертат. Геометр1ю). то, дви- 
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гая прямую (V) по тремъ положен1ямъ прямой (8), мы произве- 
демъ гиперболоидъ объ одной йо:рЬ; и также можно произвести 
тотъ же гиперболоидъ, двигая прямую (8) по тремъ положешямъ 
прямой (7). Следовательно, гиперболоидъ объ одной помь есть линей- 
чатая поверхносшьу происходяищя отъ движенгя прямой по тремъ 
прялюлинейнымъ направляющгшъ, 

113. Разсмотримъ теперь, могутъ ли параболоиды быть линей- 
чатыми поверхностями. Общее уравненхе этихъ поверхностей есть 

^ ± -7 = 2х, 
Р Р 

ИсЕЛЮчивъ изъ него х л у помощью уравнешй прямой, 

X =^ а0 -}- т, у = ^0 -\- п, (1) 

лолучимъ уравнеше 

которое должно быть тождественно относительно ;?, чтобы можно было 
уложить прямую (1) на поверхности; отсюда выводимъ услов1я: 

* - 1:^ — = О, ^ а = О, 2т = 0. 

Р Р Р Р 

Первое изъ нихъ не можетъ быть удовлетворено въ случай эллипти- 
ческаго параболоида, потому, что даетъ мнимую величину для Р; 
сл^овательно, эта поверхность не можетъ быть линейчатою, и даже 
нельзя на ней никакъ уложить прямую лишю. 

Остается разсмотр^ть гиперболичесшй параболоидъ, для кото- 
раго предыдуиця услов1я приводятся къ сл-Ьдующимъ: 

^ 7 = 0, Згг — а» = О, п' — 2тр = 0; 

Р Р 

откуда выходитъ: 

а положительная, когда ^ в п лжкютъ одинаковые знаки, въ про- 
тивоположномъ случай а отрицательная. Величина р вещественная 
и постоянная; она равна тангенсу угла, составляемаго съ осью 0^г 
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прямыми ее и ВВ\ по которымъ плоскость уО^ перес^каетъ 
параболоидъ; следовательно, проекшя на плоскости у01г прямой (1) 
долж на быть параллельна или СС\ или Л1)'. Велиадна п = 
:±: У2тр будетъ вещественная только для т > О, и показываетъ, 
что сл^дъ (т, п) разсматриваемой прямой на плоскости (зсОу нахо- 
дится на парабол* у = 2рх {АО А'), по которой эта плоскость пе- 
рес^каетъ параболоидъ. Величина а будетъ также вещественная 
при т > 0. Изъ этого слЬдуетъ, что можно уложить прямую (1) 
на параболоид*, и уравнешя ея берутъ видъ 



^ — ^уу'^'^' у = — ^ у 7 — ^^^2^^- 



(2) 



Двойной знакъ при |/ показываетъ, что можно чрезъ всякую точку 
(т, п), взятую на парабол* АОА\ провести по параболоиду дв4 
прямыя. Съ непрерывнымъ изм*нен1емъ положешя точки (ш, п), 
эти прямыя станутъ двигаться 
и произведутъ поверхность па- 
раболоида. 

Для сл*да прямой (2) на 
плоскости ^Ох найдемъ, взявъ 
п =^ -\- У2шр : 



у = 0, я = -=^ У2тр\ 

а; = — т; 

эти координаты удовлетворяютъ 
уравнешю параболы 

у = 0, 0'=. — 2рх, (ВОВ'), 



Фиг. 144 



ПО которой плоскость ^Ох перес*каетъ параболоидъ; поэтому раз- 
сматриваемая точка находится на этой парабол*. Зам*тимъ при- 
томъ, что координата ж = — ж равна и противоположна коорди- 
нат* точки (т, п). На основан1И этого легко построить прямую (2). 
Взявъ произвольную точку Ж(ш, п) на парабол* А О А' и про- 
ведя ея координаты ОР к МР, отложимъ ОР' = ОР и возста- 
вимъ изъ Р' къ оси Ох перпендикуляръ, который встр*титъ па- 
раболу ВОВ' въ точк* ^^Г или N'^ представляющей сл*дъ пря- 
мой (2) на плоскости а Ох; поэтому искомая прямая будетъ ЛОГ 
или МN\ Зд*сь РР' = 2т есть величина подкасательной пара- 
болы АО А' при точк* касашя въ М (см. § 62); сл*довательно^ 



01д1112:ес] Ьу 



Соо^к 



— 328 — 

Р'ЛГ, проекщя на плоскости хОу прямой NN или МЖ^ касается 
параболы АО А'. По той же причин* ЖР или ^'Р, проекщя той 
же прямой на плоскости еОх^ касается параболы ВОВ'. 

Координата т = ОР принадлежитъ еще то^к* Ж (т, — п) 
на парабол* АОА\ чрезъ которую можно также провести дв4 
прямыя М'К и М'Ж' на параболоид*, встр'Ьчающ1яся съ двумя 
первыми въ точкяхъ N и Д'. 

Координаты 0^ = | МР и Ой — | Р'К принадлежать точк* /8, 
въ которой прямая МК перес4каетъ плоскость /гОу. Чрезъ эту 
точку проходитъ ЕР, проекцхя прямой на плоскости 0Оу. Всл-Ьд- 
ств1е доказаннаго выше, эта проекция параллельна прямой ВВ'; 
проекция на 0Оу прямой Ж' Ж' также параллельна ВВ\ а проекц1и 
прямыхъ МN' и М'Ж параллельны СС. 

Вс* положен1я одной производящей, наприм4ръ ЛОГ, ,им'Ья 
проекщи на ^Оу параллельныя ВВ\ находятся въ плоскостяхъ, 
между собою параллельныхъ; поэтому он* не пересЬкаются; он* 
не могутъ быть и параллельны, потому что проекц1и ихъ на плос- 
кости хОу, касаясь параболы (АО А') въ разныхъ точкахъ, не могутъ 
быть параллельны. Итакъ, два положен1я одной производящей не 
находятся въ одной плоскости. Но каждая производящая МЖ пе- 
рес*каетъ вс* положенхя производящей второго рода МЖ'. Раз- 
смотримъ, наприм*ръ, МЖ и Ж»^/: ихъ проекщи на плоскости хОу 
перес*каются въ точк* И; перпендикуляръ Н7, возставленный изъ 
этой точки къ плоскости хОу, встр*титъ об* производяпия по одну 
сторону этой плоскости и при этомъ перес*четъ параболоидъ; 
а такъ какъ онъ съ этой поверхностью можетъ перес*чься только 
въ двухъ точкахъ ^ ш ^\ симметрически расположенныхъ отно- 
сительно хОуу то производящ1я МЖ и М^Ж^' должны пройти 
чрезъ точку ^; сл*довательно, эти прямыя перес*каются въ этой 
точк*. Такъ же найдемъ, что производящхя МЖ' и Ж^-Ух пересе- 
каются въ точк* е7'. 

Движенте прямой, производящей поверхность, можно подчинить 
услов1ю, что она лежитъ на двухъ данныхъ прямыхъ и параллельна 
данной плоскости, -и эта прямая можетъ образовать только одну 
поверхность; поэтому параболоидъ можетъ быть произведенъ дви- 
жен1емъ прямой ЖД остающейся параллельною плоскости хОВ^ 
по двумъ прямолинейнымъ направляющимъ, представляющимъ два 
положен1я прямой ЖЖ' на параболоид*, или также движетемъ 
прямой, остающейся параллельною плоскости СОх^ по двумъ поло- 
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жешямъ прямой МЖ. Это образоваше параболоида гиперболиче- 
€каго сходно съ образован1емъ плоскости движенхемъ прямой па-* 
раллельно данной плоскости по двумъ параллельнымъ прямымъ; 
поэтому параболоидъ гнперболичесшй называется косою плоскостью. 



Ъ. Касательный плоскости и нормали нъ поверхностямъ. 

— * 114. Если прямая, пересекающая поверхность въ н-Ьсколькихъ 
точкахъ> изм4няетъ свое положен1е такъ, что дв4, или бол4е, точки 
пересечения сближаются и сходятся въ одну, то, при совпаденхи 
этнхъ точекъ, прямая называется карательною къ. поверхности въ 
точке совпаден1я. Определимъ услов1е касан1я прямой къ поверх- 
ности . 

Г(х,у,0) = О ' (1) 

въ точке {х, у, в\ 

Пусть будетъ {х\ у, г) другая точка йа поверхности, смежная 
-съ {х, у, ^е?), г разстоян1е между этими точками. Принимая (л?, у, в) 
за начало г, положимъ что ос, [3, у суть координаты конца прямой 
длины, равной единице, проведенной изъ начала координатъ па- 
раллельно и въ одну сторону съ г. Въ случае прямоугольныхъ 
110ординатъ величины а, р, у суть косинусы угловъ, составляемыхъ 
Баправлен1емъ г съ осями координатъ. Во всякомъ случае, каковы 
бы не были оси координатъ, мы будемъ иметь 

х — л: = га, у' — у = гр, г — в =^ гу, 

X =х + га, у =у + г,3, ^' = ^ег + гу. (2) 

Услов1е, что точка {х\ у\ е) находится на поверхности (1), даетъ 

Р(х-\-га, у + гр, в + г^]=^0. 

Это уравнеше вообще можно расположить по степенямъ г; такъ 
что оно приметъ видъ 

где т > 1 и ^ величина, не обращающаяся въ безконечность при 
г = 0. Вследств1е условхя же, что точка (ж, у, е) находится на 
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поверхности (1), первый членъ этого уравнен1Я равенъ нулю; уни- 
чтоживъ его и разд4ливъ все уравнеше на г, получимъ 

^' + |' + ^^г + ^' = «. , (3) 

Если теперь положимъ, что точки (х, у, ^8^) и (х, у\ г) сходятся 
и совпадаютъ въ одну, то т станеа^ь уменьшаться и обратится въ 
нуль; тогда уравнеше (3) приведется къ следующему: 

а прямая, проведенная изъ начала въ точку (а, р, у), сделается 
параллельною касательной, въ которую обратится прямая, прохо- 
дящая чрезъ точки (ж, у, 0) и {х\ у\ я\ Поэтому, если означимъ 
чрезъ 2, Г, ^ координаты какой-нибудь точки на этой касатель- 
ной, то будемъ им-Ьть 

для уравнешй касательной; при чемъ величины а, р, у, и коорди- 
наты точки касашя х, у, я связаны уравнешемъ (4). Такъ какъ 
множество величинъ а, р, у удовлетворяютъ уравнешю (4) при 
т4хъ же величинахъ х, у, г^ то можно провести безчисленное мно-^ 
жество касательныхъ къ поверхности (1) чрезъ данную точку 
(л?, у, г). 

Уравнеше (4) однородно относительно а, р, у; поэтому въ немъ^ 
эти величины могутъ быть заменены разностями X — х, Г — у, 
2 — г у которыя, по уравнешю (5), имъ пропорцюнальны; отъ этого 
получимъ уравнен1е 

^^а-^) + %(Т-у) + '§(2-.) = 0, (6> 

которому должны удовлетворять координаты X Г, 2 каждой точки 
каждой прямой, касательной къ поверхности въ точк* {х, у, г\ 
Это уравнеше относительно X, Г, 2 первой степени, а потому 
принадлежитъ плоскости; следовательно, вть касательныя къ по- 
веросности (1) въ пкучкгь (ху у, г) леоюатъ въ одной плоскости^ 
Такая плоскость называется плоскостью, касательною къ поверхностью 
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въточкп» (Ху у, 0). Уравнеше (6) есть обпцй видъ уравненщ каса- 
тельной плоскости *). 

Перпендикуляръ къ касательной плоскости, проведенный чрезъ 
точку касашя (ж, у, ;?), называется нормалью къ поверхности вь 
точкть (ху у, 0). Направлеше нормали можно определить напра- 
влешемъ параметра Р линейной функц1и относительно X, Г, 2^ 
находящейся въ первой части уравнетя касательной плоскости 
(6); потому что онъ также перпендикуляренъ къ касательйой пло- 
скости. Этотъ параметръ называется дифференцгальнымъ параме- 
тромъ функщи 1Р (Ху у, ^е?), находящейся въ первой части уравневая 
поверхности (1); проекц1И его на осяхъ кооординатъ суть частныя 
производный этой функц1и относительно х, у, 0, а именно 

^ ^ ^ 

дх' ду' дг' 

такъ что 

дР дР дГ 

РС08(Р^)=^, РС08(Ру)=:^, РС08(Р.)=:.^ (7) 



гд* X, р., V суть косинусы угловъ между осями координатъ. Въ слу- 
чв/к прямоугольныхъ осей им']^емъ 



Формулы (7) даютъ: 

С08(Ра:)=^^^, сов(Ру) = -^^, С08(Р^) = ^^ 



*) Уравнен1е (5) беретъ неопред'Ьленный видъ, когда 

1г- == ^' -^ = О, -г- ~ о; 

ох ду 02 

в'Ь такомъ случа-Ё касательная плоскость можетъ не существовать, и всь 
касательныя лин1и въ точк* (а?, у, г) могутъ образовать конусъ. 
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для опред^лен1я угловъ, составлдемыхъ п^раметромъ или нормалью 
съ осями координатъ. Параметръ можно изобразить перпендикуля- 
ромъ опред'Ьленной длины, возставленнымъ къ касательной пло- 
скости изъ точки касатя {х, у, ^). 

Для разстоян1я 8 какой-нибудь точки (х\ у\ У) отъ касатель- 
ной плоскости мы будекъ имЪть формулу: 

тл'к для сокращен1я положено 

При переход* отъ точки (лг, у, т) къ точк* (х\ у\ г) функц1я 
1Р{х, у, г) получаетъ приращеше 

гд*]^ е есть совокупность членовъ, содержащихъ высш1я степени 
$, т), ;;,• отсюда 

дР ^ . дР , дР ^ ,-. 

И 

г=^Д2^-^. (8) 

Если точка (х, у\ У) вн* поверхности (1), то ^Т не равно нулю, 
и при безконечно-маломъ разстоян1и этой точки отъ точки (ж, у, ^ 
знакъ всего выражен1я (8) зависитъ отъ знака Д2^; поэтому, когда 
Л1^ < О, точка {х\ у\ г) находится относительно поверхности съ 
той стороны, куда направленъ параметръ 1\ а когда М" < О, 
она находится со стороны противоположной. Если же точка {х\ у\ г) 
находится на поверхности (1), то А1^=0 и знакъ 8 (8) зависитъ 
уже отъ знака вьфажен1Я е, которое вообще можетъ бвггь представ- 
лено подъ видомъ: 
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гд-Ь е' есть совокупность чденовъ 3-й и высшихъ степеней относи- 
тельно Е, т], !^, а 

л-^^ л'-^^ л"-^'^ 

д^Р д^Г д*Р 

дуд^ дгдх дхду 

При безконечно-маломъ разстоян1и точки {х\ у\ г) отъ {х, у, !г\ 
знакъ е зависитъ отъ знака выражен1я 2-й степени 

А^е + л\' + АХ' + Ж'п + -В':; + в'^-ц (9> 

и съ нимъ одинаковъ; поэтому 8 им-Ьеть знакъ, противоположный 
съ выражен1емъ (9); следовательно, когда выражеше (9) отрица- 
тельное, точка {х\ у\ г!) находится относительно касательной пло- 
скости съ той стороны, куда направленъ параметръ 1\ а когда 
выражен1е (9) положительное, точка {х\ у\ я') находится на сто- 
рон* противоположной. Если выражен1е (9) им^еть одинъ и тотъ же 
знакъ для вс*хъ точекъ поверхности, смежныхъ съ точкою {х, у, г), 
то ВС* эти точки, и следовательно, сама поверхность, въ смежности 
съ {х, у, е), лежатъ Съ одной стороны касательной плоскости, а 
именно съ той стороны, куда направленъ параметръ Р въ случае 
знака — , и съ противоположной стороны въ случае знака -]- . 
Можно сказать, что въ первомъ случа* поверхность вогнута къ 
параметру, а во второмъ — выпукла къ параметру. Если же выра- 
жен1е (9) для н^которыхъ точекъ, смежныхъ съ {х, у, г\ им-Ьеть 
знакъ + , а для другихъ — , то на поверхности, въ смежности 
съ точкою {х, у у е\ есть точки, находяпцяся съ той и другой сто 
роны касательной плоскости; въ такомъ случа* касательная пло- 
скость необходимо пересЬкаетъ поверхность по некоторой лин1и С, 
проходящей чрезъ точку {х, у, в). Прямая ?, соединяющая точки 
(л?, У> ^) и {х\ у\ »'\ встретитъ поверхность со стороны, про- 
тивоположной той, гд* точка {х\ у\ /), и еще въ точк* {х\ /, /), 
а при совпаденш точекъ (х, у, г) и {х\ у\ е) эта прямая будетъ 
лежать на касательной плоскости, точка же {х\ у\ г") на лин1и С, 
Если потомъ I станетъ вращаться въ касательной плоскости до 
т*хъ поръ, пока точка {х", у", /) также не совпадетъ съ {х^ у, г), то 
I обратится въ касательную къ лин1и С въ точк* {х, у, г), Такъ 
какъ эта точка представляетъ двойное совпаден1е съ нею точекъ 
{х\ у\ ^') и {х\ у у /), то эта касательная / называется двойною 
касатпельною къ поверхности. 
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Допустивъ опять формулы (2), мы будемъ шгктъ 

? = га, т] = гр, : = г;, 

Положимъ, что а, |3, у принадлежать какой-нибудь касательной 7, 
а ;, У], С точкЬ (ж", у", ^ег") перес4чев1я этой касательной съ ли- 
вшею С; тогда будемъ им^ть уравнеше (4) вм^Ьст^ съ уравнен1емъ 

-^ (Ла' + АГ + Л'т* + 5р7 + В'-{а + Б'аР) + ^ = 0. 

При совпадеши точки (ж", у', /) съ (х, у, г), г обратится въ нуль; 

тогда и -у обратится въ пуль, потому что степень г выше 

второй относительно г; следовательно, величины а, р, 7» соотв^т- 
ствуюпця двойной касательной, должны удовлетворять двумъ сово- 
купнымъ уравнен1ямъ: 

д^Г д^Г сТГ д^Т д^Г д^Т 

^^'•+^?'+-/-"+2||р-, + 2;,|,. + 2;^.?=0. (,0) 

Эти уравнешя опредйляготъ дв* системы величинъ а, |3, у. Если 
величины а, р, у, выведенный изъ нихъ, вещественны, то поверх- 
ность им^етъ въ точк* {х, у, е) дв* двойныя касательный, кото- 
рыя въ частномъ случа^Ь могутъ совпадать въ одну прямую; если же 
а, ,3, 7 мнимыя, то поверхность не им4етъ двойныхъ касательныхъ, 
или, какъ говорятъ, им^етъ мнимыя двойныя касательный. Лин1я 
С пересечения касательной плоскости съ поверхностью тогда ста- 
новится также мнимою, потому что выражеше (9) сохраняетъ свой 
знакъ, не обращаясь въ нуль, и поверхность въ смежности съ точ- 
кою (ж, у, г) лежитъ съ одной стороны касательной плоскости. 

^) 115. 11риложим7, выведенное въ предыдущемъ § къ поверхно- 
стямъ 2-го порядка. 
Эллипсоиды 

^*.4-^-4-^-1=0. Ш 
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Уравнеше касательной плоскости есть 

И приводится помощью уравнен1я (1) къ следующему: 

Чтобы написать это уравненхе прямо, надобно переменить въ 
уравнеши (1) квадраты координатъ х^, у*, е^ на прои^ведещя 
хХ, уТ, &2у соответственно. 

Проекц1и дифферешцальнаго параметра Р на осяхъ коорди- 
натъ суть: 

1х 2у 2;ег^ 

следовательно, 



--/1^+^+^]. 



С08 [^'Х) = "" 






Для разстоянхя 8 какой-нибудь точки {х\ у, г') отъ касательной 
плоскости имеемъ 



отсюда, для перпендикуляра, опущеннаго изъ центра эллипсоида 
на касательную плоскость, получимъ 

следовательно, абсолютная величина этого перпендикуляра, кото- 

2 
рую означимъ чрезъ А, равна — . Знакъ 6 показываетъ, что пара- 
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метръ Р, относительно касательной плоскости, всегда направленъ 
въ сторону, противоположную той, гд* находится центръ эллипсоида. 
Выражен1е (9) § 114 приводится къ следующему: 

которое для вс*хъ значенхй $, т|, !^ сохраняетъ знакъ +; поэтому 
эллипсоидъ не пересЬкается съ* касательною плоскостью и обра- 
щенъ выпуклостью къ параметру, т.-е. вогнуть къ центру въ каж- 
дой точк4 {Ху у, г), 

2) Гиперболоидъ о двухъ полахъ: 

Уравнен1е касательной плоскости: 

хХ уТ е2_ 



Цроекцхи дифференщальнаго параметра Р: 



2х _ 2у 22 
а*' У с'' 



Параметръ 



Разстоянхе точки (х\ у-, а') отъ касательной плоскости 
/ XX уу'ге' Л 



Р 

2* 



Перпендикуляръ, опущенный изъ центра на касательную плоскость ра- 

2 
венъ о = — ^. Эта величина отрицательная; поэтому центръ и па- 
раметръ Р находятся въ противоположныхъ сторонахъ , относи- 
тельной касательной плоскости. 

Выражеше (9) § 114 приводится къ 

а' Ъ' ^ с' ^^ 
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Зд*сь $, т], С связаны условтемъ 



(х + О' _ (у + -п)' , (^ + с/ _ . 



изъ котораго выводимъ 

^ _ ^ ^ 

гд*, при безконечно-малыхъ $, г), С, величина е есть безконечно 
малая 2-го порядка. Помноживъ выраженхе (4) на -^ , исключивъ 

^г 9 С 

потомъ -^ помощью формулы (5), а ^ помощью уравнешя гипер- 
с с 

болоида, и отбросивъ безконечно-малыя 3-го и 4-го порядка, най- 
демъ выражеше 

которое должно им']^ть одинаковый знакъ съ выражев1емъ (4). Такъ 
кавъ 

^-^(^■)(~:+о<'>. 

ТО выражеше не можетъ переменять знака, и этотъ знакъ есть — ; 
следовательно, выражеше (4) всегда им^отъ знакъ — , а потому 
гиперболоидъ о двухъ полахъ, въ смежности съ точкою касанхя, 
вогнутъ къ параметру или обращенъ выпуклостью въ ту сторону, 
гд-Ь центръ. 

3) Гиперболоидъ объ одной полгь: 









V . 
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Разстояше точки (ж', у' , г) отъ касательной плоскости: 

Перпендикуляръ, опущенный изъ центра на касательную плоскость, 

' 2 

равенъ 8 = — р. Эта величина отрицательная; поэтому диффе- 

ренщальный параметръ Р и центръ находятся на протйвополож- 
ныхъ сторонахъ относительно касательной плоскости. 

ПересЬчеше (С) касательной плоскостью съ поверхностью опре- 
деляется уравнен1ями: 

а' '^ Ъ' с'~ ' а' "^ Ъ' с' ~ 
Отъ исключен1я 2! изъ этихъ уравнен1й, получимъ уравнение 

(|+^-ое+1-о-е#+^^->у=>. « 

принадлежащее проекпди перес'Ьчен1я на плоскости ху. Эта проекц1я 
цредставляетъ дв-Ь прямыя: 



у—у^(ху + У аУ + Ь V — а'Ь') {X — х), 



Г — у = {ху — V а\/ + Ъ'х^ — а'Ъ') {Х — х)\ 

следовательно, само пересечение {С) состоитъ изъ двухъ прямыхъ, 
пересекающихся въ точке {х, у, 1г), которыя суть производя1ц1я 
гиперболоида, проходящ1я чрезъ эту точку. По уравненхю (6) легко 
видеть, что эти прямыя касательны къ горлу гиперболоида; потому 
что этому уравненш удовлетворяютъ координаты точекъ перес4- 
чен1я горла 

?+?— » 

съ полярою точки (х, у): 

Прймолинейныя производящ1я, проходящхя чрезъ точку (х^ у, ^г), 
суть двойныя касательныя. 
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4) Лараболоидъ аллиптическги: 




Р Ч 


= 0. 


Касательная плоскость: 




V Ч 


Проекцш дифференщальнаго параметра: 




"' Р' 
Параметръ: 


2г 
Ч ' 



Разстояше точки {х\ у\г') отъ касательной плоскости: 

\ 2? 3 . /2 

Для разстоян1я начала координатъ отъ касательной плоскости 

находимъ отрицательную величину б = \ поэто14у параметръ 

р и начало координатъ находятся съ разныхъ сторонъ относи- 
тельно касательной плоскости. Выраженхе (9) § 114 приводится 
къ следующему: 

Р Я. 

Эта величина всегда им-Ьотъ знакъ + ; поэтому параболоидъ вы- 
пуклъ къ параметру. 

5) Параболоидъ гиперболическгй: 



^ — 2а: = 0. 



19 
Касательная плоскость: 



р ^ 
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Проекщи дифференщальнаго параметра: 

Параметры 



'■=']/'+7 + 7 



ПересЬчеше {С) гиперболическаго параболоида съ касательно» 
плоскостью определяется уравнешями: 

р й р а . 

ИсЕлючивъ изъ этихъ уравнешй X и принявъ во внвман1е уравнеше 

^ 2л: = О, 

Р д. 
получимъ уравнен1е проекщи пересЪчен1я (С) на плоскости уг: 

V д. 

это уравнен)е принадлежитъ двумъ прямныъ: 

У— у _ _ г--г^ . 
1/2""' У~~Р~~~ КТ ' 

следовательно, само пересЬчеше (С) состоитъ изъ двухъ пряиыхъ, 
которыя суть прямолинейныя производящая гиперболоида. Эти же 
прямыя предс^авляютъ двойныя касательныя въ точк* {х, у, г). 
116. Для поверхности 2-го порядка вообще, 

Аx■^ + ЛУ + ^"г* + Буг + Вех + Вху 

-\-Сх+Су+С"1! + В^0, (1) 

уравнеше касательной плоскости беретъ видъ: 

{2Ах + В"у + В'л + (7) (X — ж) + 
+ (В"х + 2Л'у + В0+ С) (Т—у) + 
+ {В'х-\-Ву-\-2А"г+С") (2—г) = 0. 
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Помощью уравнения (1) можно исключить отсюда члены второй 
степени относительно х, у, г; отчего получимъ уравнеше: 

(2Лх + В"у + В'е+С) Х + 

+ {В"х + 2А'у + Бдг + С") Г + 

" + (В'х + Ву + 2Л"0 -\-С") 2-\- 

+ {Сх + Су + С'г + 22)) = О . (2) 

Если зам^^нимъ координаты х, у, г однородными танъ, что 
х:у:г:\=^ x^^.x^\x^^.x^, то уравнеше (1) преобразуется въ одно- 
родное: 

/ (ж,, а:,, ж,, х^ = Ах* + Жх^ + А"х^ + Б^г^з + Б'а;,^, + В'х-^х^ 

+ Слг^ж^ + С'х^х^ 4- 0"ж,а;4 + 1)а;,' = О, (3) 

а уравнеше касательной плоскости приметь видъ: 

гд* ^1, $4, ^8> ^4 суть однородныя координаты какой-нибудь точки 
касательной плоскости. Легко доказать, что такой же видъ им4етъ 
уравнен1е поверхности 2-го порядка и уравнеше касательной пло- 
скости въ тетраэдричеспихъ координатахъ. 

Если касательная плоскость къ поверхности Р (а?, у, 0) = О 
должна проходить чрезъ данную точку (X, Г, 2), не лежащую 
на поверхности, то координаты (х, у, 0) неизвестной точки касашя 
должны удовлетворять только двумъ уравнешямъ: 

1'{х,у,,) = 0, ^{Х-х)+^-^(Т-у) + ^-^(2-0) = О; (5) 

поэтому он4 им^ютъ безчисленное множество значешй; следова- 
тельно, чрезъ данную точку можно вообще провести безчисленное 
множество касательныхъ плоскостей. Точки касашя вс4хъ этихъ 
плоскостей находятся на лин1и, которой принадлежатъ уравне- 
Н1Я (5). Прямыя, проведенныя чрезъ эти точки и данную точку 
(X, Т, 2), образуютъ коническую поверхность, касающуюся дан- 
ной поверхности (1). 

Для поверхности 2-го порядка лиюя, на которой находятся 
точки касан1я плоскостей, проходящихъ чрезъ точку (X !Г, 2\ 
определяется уравнешями (1) и (2). Уравненхе (2) первой степени 
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относительно х, у, ^г; следовательно, оно принадлежитъ плоскости, 
а потому разсматриваемая литя плоская; она есть лин1а 2-го по- 
рядка, происходящая отъ перес^чешя поверхности (1) съ пло- 
скостью (2). Эта плоскость называется полярою данной точки 
(X, Т, 2). Уравнен1е (2) поляры можетъ быть представлено подъ 
видомъ 

{2АХ-\-В''Т+В'г+С)х + {В"Х+2А'Т-{-Вг+С)у + 
-\-{ВХ + ВТ-\-2А'г+С'')г + {СХ+С'Т+С''2+2В) = 0. (6) 

Когда уравнение поверхности 2-го порядка дано подъ видомъ 
(3), то уравнеше поляры (4) можетъ быть представлено подъ видомъ 

-^^1+ (??/^+ д^,""'^ 61,'"'-^' ^^^ 

гд* $1, $8, $8» $4» суть координаты полюса. Легко видеть, что для 
всякаго положен1я полюса есть поляра, и обратно, для всякой пло- 
скости,какъ поляры, есть полюсъ. Только можетъ случиться, что полюсъ 
или поляра находятся въ безконечности. Если въ уравнен1и (7) бу- 
демъ разсматривать х^^ х^, х^, х^ какъ постоянныя, а $1, 1^, $8> ?* 
какъ перем^нныл, то уравнен1е (7) представитъ плоскость, по ко- 
торой будетъ двигаться точка ($1, $2, $8» $4)» когда поляра этой точка 
вращается около неподвижной точки (гг^, х^, х^, х^. 

117. Можно разсматривать поверхность (^.) какъ обвертку дру- 
гой поверхности (С), изменяющейся такъ, что во всякомъ своемъ 
положен1И она остается касательною къ поверхности {А), т.-е. 
им^етъ съ ней общую касательную плоскость съ общею точкою 
касашя. Всякую поверхность можно разсматривать какъ обвертку 
касательной плоскости. Уравненхе обвертываемой поверхности должно 
содержать переменные параметры, которые должны удовлетворять 
услов1ямъ касашя обвертываемой и обвертки. Когда обвертываемая 
поверхность есть плоскость, тогда параметры въ ея уравнеши на- 
зываются тангенцгальными координатами плоскости, а уравнение 
обвертки можетъ быть выражено въ координатахъ этого рода. До- 
казываемое въ стать* Е отдела П относительно обвертокъ лин1й: 
и тангенц1альныхъ координатъ на плоскости легко распространяется 
на обвертки поверхностей и тангенщальныя координаты въ про- 
странств*. Мы ограничимся только поверхностью, обвертывающею 
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поляру (7), когда полюсъ Р(|„ $„ $„ ?4) двигается ао данной по- 
верхности 

? (?., «„ $в. ?«) = 0. (8) 

Если положииъ 

ТО уравнеше поляры (7) приметь видъ 

а^х^ + а.^х^ + «3^3 + «4^4 = 0; (10) 

величины а^, а„ аз, а^ можно разсматривать какъ тангенщальныя 
координаты поляры. Р4шивъ уравнешя (9) относительно $1, $„ $з» $4» 
получБмъ линейныя функщи относительно а^ а,, «з, а4, и, подста- 
вивъ эти функщи въ уравнеше (8), найдемъ уравненхе вида 

^ («1, ^<2, «87 «4) = О, (11) 

которое есть уравненхе въ тангенщальныхъ координатахъ поверх- 
ности, обвертывающей поляру (7). Если уравнеше (8) алгебрическое 
степени п, то и уравнен1е (11) будетъ алгебрическимъ степени п 
относительно «1, а^, а^у а^. 

Когда уравнеше (8) первой степени и следовательно принад- 
лежитъ плоскости, тогда уравнеше (11) также первой степени и 
принадлежитъ точк4, которая есть полюсъ плоскости (8); потому 
что, какъ мы видели выше, если полюсъ двигается по плоскости, 
то поляра его вращается около полюса этой плоскости. Воо6ш,е 
точка Р (х^, х^у Хз, х^) касашя плоскости (10) къ обвертк* (И) 
есть полюсъ плоскости, касательной къ поверхности (8) въ точк* 
-Р ($1, ?«, ^8» ^4)- Для доказательства представимъ себ4 три безко- 
нечно-близкихъ положен1я последней точки Р, Рд, Ра, и поляры ихъ 
Р^!Р\уРгу которыя касаются поверхности (11). Плоскость У, прохо- 
дяп1;ая чрезъ точки Р, Р1, Р„ им-Ьеть полюсъ Р', который долженъ 
находиться на каждой изъ плоскостей ^,^Р1,I?2» и, следовательно, въ 
ихъ пересЬченш. Положимъ, что три точки Р, Т^, Р, совпадаютъ 
въ одну Р, тогда плоскость р сделается касательною къ поверх- 
ности (8) въ точк-Ь Р; вм-ЬстЬ съ тЬмъ плоскости ^р, р^^ р^ совпа- 
ду тъ въ одну ^р, касательную къ поверхности (11) въ точк* Р'- 
Всл^дствхе этого поверхность (8) есть обвертка поляръ всЬхъ точекъ 
поверхности (11). По этому свойству поверхности (8) и (11) назы- 
ваются взаимными. Легко получить уравненхе поверхности (11). въ 
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коо])динатахъ х^, х^, х^, х^. Если послЬдшя примемъ за координаты 
полюса, то уравнен1е поляры приметъ видъ: 

_^. л.^^, ^^к.р л--^^ -п. 

дх, ^' ^ дх, ^' ^ дх, ^' "^ дх* '*"" ^' 
и по услов1ю касан1Я этой поляры къ поверхности (в) найдемъ: 

д( д^^ ^ д[ ^ д^' ^9 . (?9 ^? д^ 

дх^ ' дх^ ' дхз ' дх4, ~ д^, ' д^^ ' ^^з ' ^^4 * 

Помощью этихъ пропорщй мы можемъ исключить величины $1, $2» 5»» $4 
изъ уравнешя (8), отъ чего получимъ уравнеше вида 

Ф(х,, л?„ X,, х,) = 0, (12) 

принадлежащее поверхности (11). Когда уравнеше (8) 2-й степени, 
тогда и уравнен1е (12) второй степени; следовательно, если полюсъ 
двигается по поверхности 2-го порядка, то поляра касается другой 
поверхности 2-го порядка. На основанш доказанной взаимности 
точекъ, плоскостей и поверхностей вообще, можно распространить 
начало двойственности на пространство трехъ изм^ренхй. * — 



Е. Сопряженные А1аиетры поверхностей 2-го порядка. 

118. Поверхности 2-го порядка, им-Ьющхя центръ, им-Ьють, кром-Ь 
осей иди главныхъ д1аметровъ, безчисленное множество косо- 
угольныхъ сопряженныхъ дхаметровъ. Пусть , 

Рх' + Яу' + Ш'=1 (1) 

будетъ уравнеше одной изъ поверхностей 2-го порядка, имеющей 
центръ О и отнесенной къ главнымъ сопряженнымъ д1аметрамъ. 
Возьмемъ произвольную прямую 0^ за одну изъ новыхъ осей коор- 
динатъ X, у\ /, опредЬлимъ по способу, изложенному въ § 107, 
сопряженную съ нею Д1аметральную плоскость и возьмемъ въ этой 
плоскости оси координатъ Ох\ Оу по направлешямъ двухъ какихъ- 
нибудь сопряженныхъ д1аметровъ перес'Ьчен1я ея съ поверхностью. 
Тогда уравнен1е поверхности, отнесенной къ новымъ осямъ Ох', 
Оу\ Ог\ должно принять видъ 

Р'х" + Я'у" + В'^'' = 1; (2) 
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потому что уравненхе не должно перемениться, если въ немъ пере- 
мЬнимъ г' на — г\ оставляя х' и у' безъ перемены; при томъ въ 
уравнеши лерес^чешя поверхности съ плоскостью ^з?' = О не должно, 
^ыть члена съ ху\ потому что это сЬченхе отнесено къ сопряжен- 
нымъ Д1аметрамъ. Сверхъ того, легко удостовериться, что если 
Р, ^, В положительный то Р', ^\ В' также положительный, и 
чгколько между первыми тремя величинами есть отрйцательныхъ, 
столько же должно быть отрйцательныхъ и между вторыми. 

Это вытекаетъ изъ общей теор1и преобразован1я квадратичныхъ 
формъ посредствомъ линейныхъ ортогональныхъ подстановокъ *); 
но можно очень просто доказать это предложеше, и не прибегая къ 
лреобразован1ю уравненхя (1). 

Взявъ какую-нибудь точку М на поверхности (1), которую 
означимъ чрезъ Лу косоугольныя координаты этой точки, л;', у', г.\ 
примемъ за прямоугольныя координаты новой точки Ж\ относи- 
тельно прежнихъ осей Ох^ Оу, Ое. Общее м-Ьсто всЬхъ точекъ Ж 
дудеть некоторая поверхность А, у которой уравнен1е въ прямоуголь- 
ныхъ координатахъ будетъ (2). Легко видеть, что поверхность А. 
одного вида съ поверхностью А\ потому что вещественнымъ величи- 
намъ а;, у, ;зг отвЬчаютъ вещественный величины х\у\ г\ конечному 
разстояшю ОМ отвЬчаетъ конечное разстояше ОМ' и безконечному 
ОМ безконечное 0М'\ следовательно, если А со вс4хъ сторонъ 
ограничена, то А также со вс^хъ сторонъ ограничена; сколько Л 
имеетъ безконечныхъ полъ, столько же ихъ будетъ и у Л'. Если 
поверхности А ъ. А суть эллипсоиды, то коэффиц1енты, при ква- 
дратахъ какъ въ уравненш (1), такъ и въ уравнен1и (2) должны 
быть положительны; въ случае гиперболоидовъ о двухъ полахъ, 
<)удутъ два отрйцательныхъ коэффищента какъ въ уравнеши (1), 
такъ и въ уравнен1и (2); наконецъ, въ случае гиперболоидовъ объ 
одной поле будетъ по одному отрицательному коэффищенту въ 
уравнеши (1) и въ уравнеши (2). Такъ какъ выборъ буквъ х\ у\ е 
и Р', ^\ В! для обозначен1я косоугольныхъ координатъ и коэф- 
фищентовъ въ уравнен1и (2) произволенъ, то Можемъ допустить, что 
^Р, ^^ В имеютъ одинаковые знаки соответственно съ Р', ^\ В'\ 
тогда, означая чрезъ а, Ь, с величины или модули полуосей, а чрезъ 



*) ТЬеогхе ип(1 Ап>уеп(11Ш^ Лег Ве1;вгт1пап<:еп, ВаШе>\ — А1^еЬга йег 
Ипеагеп ТгапзГогшаНопеп уоп 8а1топ, с^егизс!! уоп ГГ. 1'ьей1е7\ 
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а , Ъ\ с величины или модули полудааметровъ косоугольныхъ^ 
Ох\ Оу\ Ог у мы будемъ им*ть: 

Р' — -+-_ /3'—-+-—- Я' — -ь_. 

причемъ должно брать соответственные знаки въ этихъ двухъ 
строкахъ. 

Легко доказать, что 

т^ ^^ в г^ д' ^ В' 

Пусть Ох" будетъ перес4чеше плоскостей хОу ж хОу, Оу Д1а- 
метръ, сопряженный съ Ох' , принадлежащхй перес^ченш поверх- 
ности А съ плоскостью хОу^ Оу'" перес*чен1е плоскости хОу съ 
плоскостью яОу и Оя д1аметръ, сопряженный съ Оу\ принадле- 
жащ1Й перес4чен1ю поверхности А съ плоскостью яОу , Такъ какъ 
Ох" и Оу лежатъ въ одной плоскости съ Ох и Оу, то он-Ь съ 
Ог составляютъ систему сопряженныхъ д1аметровъ; следовательно, 
гОу" есть Д1аметральная плоскость, сопряженная съ Ох\ а потому 
Ох съ Оу" и О/ должны состэ-вить систему сопряженныхъ д1а- 
метровъ, такъ что плоскость х^О^" или хОу будетъ сопряженная 
съ Ог!'\ для этого 0^" должно совпадать съ Ог\ Положимъ теперь, 

1 
что ^ есть квадратъ вещественнаго или мнимаго полудтметра по 

^ 1 

направлению Ох\ -^^ квадратъ вещественнаго или мнимаго полу- 

Д1аыетра Оу\ а -^, квадратъ вещественнаго или мнимаго полуд1а- 

V 
метра Оу'". По свойству полуд1аметровъ лин1й 2-го порядка, дока- 
занному въ § 56, мы будемъ им^ть: 

± + ± _ _1 _ 4- ^ X + .^ - 1- + л_ 
^- 4- -1- - -^ 4- ^- • 

Р" "^ ^^^ Р' "•" ^' ' 

отсюда, взявъ суиыу, выводииъ 

- + - + - = -- + - + - 
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для эллипсоида, 

а* + Ь» — с^ = а" + Ь" — с" 

для гиперболоида о двухъ полахъ и одной под§. 

Объемъ параллелепипеда, построеннаго на модуляхъ полусо- 
пряженныхъ дхаметровъ а', Ь', с\ им4етъ постоянную величину и 
равенъ прямоугольному параллелепипеду, построенному на полу- 
осяхъ аЪс. Въ самомъ д^л*, означимъ чрезъ а", Ъ" и Ъ'" модули 
полуд1аметровъ, направленныхъ по Ох% Оу" и Оу"'у находимъ, на 
основан1и доклзаннаго въ § 56, что въ параллелепипедЬ, построен- 
номъ на ребрахъ а, Ь, с, можно, не изм-Ьняя объема его, заменить 
сперва ребра а и Ь ребрами а" и Ь"; потомъ ребра Ъ" тис ребрами 
Ъ'" и Су и наконецъ, ребра а и Ъ'" ребрами а' и Ь'; посл4 чего 
получимъ параллелепипедъ съ ребрами а\ Ь\ с\ равный по объему 
параллелепипеду аЪс. 

Зам4тимъ еще, что касательная плоскость, проведенная въ 
конц* одного изъ д1аметровъ поверхности 2-го порядка, парал- 
лельна д1аметральной плоскости, сопряженной съ этимъ д1амет- 
ромъ. Въ самомъ дЬл4: уравнеше касательной плоскости къ поверх- 
ности (1) есть 

ВсХ+ЯуТ-^- 1102=1, 

будутъ ли сопряженные д1аметры Ох, Оу, 00 прямоугольные или 
косоугольные. Положивъ въ немъ у = 0, = 0, получимъ ура- 
внеше РхХ=^1у принадлежащее плоскости, параллельной пло- 
скости у 00, сопряженной съ д1аметромъ Ох. 

Всл4дств1е этого свойства касательныхъ плоскостей въ концахъ 
д1аметровъ параллелепипедъ, построенный на сопряженныхъ Д1а- 
метрахъ, будетъ касаться поверхности своими гранями въ концахъ 
сопряженныхъ д1аметровъ, т.-е* будетъ описанный или вписанный. 

119. Поверхности 2-го порядка, не им*юпця центра, т.-е. пара- 
болоиды эллиптическ1й и гиперболичесюй, им-Ьютъ безчисленное 
множество д1аметральныхъ плоскостей, которыя вс* параллельны 
главной оси Ох. Пусть 

Ру'+Я0' = 2И:^ (1) 
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будетъ уравненхе того или другого параболоида; по общему ура- 
вненш (5) § 107 дхаметральной плоскости,' сопряженной съ хордою 

х — а0+р, у — Ы-\-^^ (2) 

им^^емъ: 

РЪу +Я0 = Ва. (3) 

Это уравнен1е содержитъ только дв4 кординаты у, 0, следовательно, 
принадлежитъ плоскости, параллельной оси Ох. 

Представимъ себ4 плоскость, пересекающую параболоидъ по 
кривой, имеющей центръ, и пусть О' будетъ этотъ центръ, а О' у 
и О'е' сопряженные Д1аметры кривой. Плоскость, сопряженная съ 
О'у, должна проходить чрезъ О'/у а плоскость, сопряженная съ 
0'1з', чрезъ О'у; эти дв* плоскости пересЬкутся по прямой 0'х\ 
параллельной оси Ох. Прямую О'х можно разсматрввать какъ 
ддаметръ, сопряженный съ плоскостью у О'/, Д1аметральная же 
плоскость, сопряженная съ О'х, находится въ безконечности. 
Чтобы это доказать^ означимъ чрезъ а, ^3, у углы, состав^5[яемые 
прямою (2) съ осями, и подставимъ въ уравнен1и (3) вместо а и 

, . С08 ос С08 3 . ^ ^^ 

Ъ отношешя , (см. § 96;; отъ этого получимъ: 

С08 7 С08 у • 

Р С08 Р . у + ^ С08 у . ;ег =^ Д С08 ОС, 

и разстоянхе плоскости отъ начала координатъ выразится формулою 

2?со8 а 



1/Р* С08' 13 + д' С08* 7 

которая даетъ безконечно большую величину, когда р = 90", 
-у 31=: 90"" и а = О, т.-е. когда прямая (2) параллельна оси Ох. 



КОНЕЦЪ 
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ПРИБАВЛЕН1Е 1 



Определители и приложеше ихъ къ решен1К> 
вовокупныхъ уравнен1й первой втепени. 

Если въ произведещи т множителей 

сд4лаемъ вс4 возможныя перестановки буквъ а, Ь, . . . А, ?, оставляя 
значки: 1. 2, ... т на т4хъ же м4стахъ и перемйняя знакъ произ- 
веден1я каждый разъ, какъ перестановимъ дв-Ь буквы, то получимъ 
1 . 2 . 3 . . . т членовъ, алгебраическая сумма которыхъ называется 
опр€д1ьлителемъ порядка т. Вс4 величины, въ него входящ1я, за- 
ключаются въ следующей таблиц*: 






С1пКСт 






(1) 



и называются элементами определителя. Число ихъ есть т^. Пер- 
вый или основной членъ есть произведете элементовъ д1агс)нали: 
и^)^% '- Лт- Сама таблица служитъ для обозначен1я определителя. 
Наприм^ръ, 

I ^1^1 I 

1,1= «1^2 — ^1^2 

I «2О2 I 

есть определитель 2-го порядка. Для определителя 3-го порядка 
найдемъ 

а^Ь^с^ = а^)^с^ — а^сф^ -\- Ъ^с^а^ — Ъ^а^с^ -\- с^аф^ — ^162^8 
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Онъ можетъ быть составленъ изъ определителей 2-го порядвса 
сл-Ьдующинъ образомъ: 1) въ основромъ член* а^^^с^ сд4лаемъ 
перестановку буквъ Ь и с и перем4нимъ знакъ; отъ этого полу- 
чимъ второй членъ, который съ первымъ составляетъ: 



«1^»^, — а^^лЬ, = «1 ( Ь,С8 — сМ = а^ 






2) во второмъ член* сдйлаемь перестановку буквъ а и Ь и пере- 
м^нимъ знакъ; отъ этого получимъ 3-й членъ ^с^а^, а изъ него 
выведемъ 4-й чрезъ перестановку буквъ с и а и перемену знака; 
въ сумм* этихъ двухъ членовъ получимъ 

с,а, I 

С8«а I 

3) въ 4-мъ член* перестановимъ буквы Ь и с и перем*нимъ знакъ; 
отъ этого получимъ 5-й членъ с^а^>^, изъ котораго выведемъ нако- 
нецъ 6-й членъ, перестановивъ буквы а и 6 и перем*нивъ знакъ; 
въ сумм* двухъ посл*днихъ членовъ получимъ 

а^Ь^ I 



«8^3 



сл*довательно, 



а,Ь,с, 


= а, 


6, с. 

ЬзСз 


+ ь. 


С, а. 


+ с. 





Вообще опред*литель (1) порядка т, который означимъ чрезъ 2), 
составляется изъ опред*лителей порядка т — 1 сл*дующимъ обра- 
зомъ: взявъ основной членъ а^ Ь, Са . . Л ,„, сд*лаемъ въ немъ во* 
возможныя перестановки буквъ Ь, с, . . . ?, перем*няя знакъ при 
каждой перестановк* двухъ буквъ; отъ этого получимъ вс* члены 
опред*дителя 2), содержапце элементъ а^. Взявъ этоть элементъ 
общимъ множителемъ за скобку, будемъ им*ть въ скобкахъ вс* 
члены опред*лителя порядка т — 1: 



Ь,с,.. 


.Л, 


Ь,с» . . 


..1, 


ЬтСт- 


..1п, 



который означимъ чрезъ А^; поэтому «1^1 будетъ совокупность 
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всЬхъ членовъ определителя В съ элементомъ а^. Между этими 
членами возьмемъ ка1?ой-нибудь изъ отрицательныхъ, сд-Ьлаемъ въ 
немъ перестановку буквъ а и Ь и перем4нимъ знакъ; потомъ, раз- 
ч^матрнвая его Бакъ основной, сд'^1^лаемъ вс^ возможный переста- 
новки буквъ а,с,...1у переменяя знакъ при каждой перестановк* 
двухъ буквъ; отъ этого получимъ всЬ члены определителя I), со- 
держащ1е элементъ Ъ^, Взявъ этотъ элементъ множителемъ за 
скобку, въ скобкахъ будемъ им4ть определитель порядка т — 1, 
который означимъ чрезъ Б^. Также найдемъ члены съ элементами 
<?1, ^1, . . . ?!• После чего определитель 2) приметъ видъ 

где л, Д, Сх, ...Д суть определители порядка т — 1, которые, 
въ свою очередь, могутъ быть составлены изъ определителей по- 
рядка т — 2, и т. д. Напримеръ, если В есть определитель 
4-го порядка 

то В =^а^А^-\- &! Д + ^1 Сх + 6?! Д, где 



л = 



Можно также собрать въ определителе В порядка т сперва члены, 
содержание элементъ а„, потомъ члены съ Ь„, после того члены съ с^ 
л т. д.; отъ чего определитель приметъ видъ 



\с^й^ 




с^аД 




ОхЬА 




Ъ^а,Сз 


Ъ^с^Л^ 


, д = 


Сзазйз 


, с.= 


Сфз^з 


, д= 


Ъ,а,с, 


Ъ.сА 




С4М4 




а^ъХ 




Ъ^а^С^ 



В = апЛп + КВп + СпСп + ''--1пЬп 



(2) 



где Ап, Вп, Сп,..' Ьп суть определители порядка т — 1, состав- 
ленные изъ прочихъ элементовъ. Напримеръ, 






= «« 



ЬзСз 



+ К\ 



с^а. 



с. а. 



+ с. 



«зЬв 

«1^1 



Вместо того, чтобы въ основномъ члене а^\с^ 1^ перестанав- 

^швать буквы а, 6, с, ..Л, можно перестанавливать значки: 1,2,3...т, 
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оставляя буквы на своихъ м-Ьстахъ, переменяя при этомъ знак'ь 
члена каждый разъ, какъ дерестановимъ два значка. Очевидно, 
что отъ этого мы нолучимъ прежнее выражеше определителя Ву 
съ тою только разницею, что элементы въ каждомъ член* будут-ь 
расположены не по натуральному порядку значковъ. При такомъ. 
способ* состав л ешя можно означить определитель такъ: 

I а^а^а^ .... а, 
^5 = КЬА ь, 



(3> 



I ^1 4 ^8 • • • • ^П 

сд^лавъ въ таблиц* (1) горизонтальные ряды элементовъ верти- 
кальными. Наприм*ръ, 



ЪА 



I = йуЬ^ — а^Ь^ = а^)^ — 61^2 = 



«1*1 



^1 ^2 ^3 



= аАс^^ «хЬзСг + «2*3^1 «2*1^3 + «8*1^2 «3^1 » 



что поел* перемены порядка множителей въ каждомъ член* при- 
ведется къ следующему: 

«а^в^з — «1^2*3 + С^^^^Ьз — Ъ^а^С^ + Ь1С2«з — ^хМзг 

а это есть прежнее выраженхе определителя «2*2^2 

«з^'з^з 

Собравъ въ определителе (3) члены съ а„ потомъ члены съ а,, 
члены съ аз, и т. д., нолучимъ 

В = а/^1 + а-з Л + . . . + «п^п + . • . «тХ, 

где Лп есть определитель порядка ш — 1, тотъ самый, который 
находится множителемъ при а« въ выражен1И (2). Также найдемъ^ 

Напримеръ, 



«1Й2«8 


= «1 


\ЪА 


+ а. 


Ьз*! 


+ «8 


ЪА 






^2^3 1 


С^С, 




СгС. 


СгС^С, 










^а. 




+ «2 




+-% 
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Опредгьлитель перемгьнитъ зткьу не измгьпяя своей величины, 
если сдгьлаемъ вь немъ перестанови двухь^ертикальныосъ рядовъ его 
элементовъ; наприм^ръ, 






.1 



<^тЬ„Ст ...1„ 



61010, . . Л, 

С/вСсоСю • • • ^9 



^т^т^т • • • ^т»1 



Для доказательства разсмотримъ выражешя: 
В = а^Л, + а^А^ + . . . а^А„, 

Отъ перестановки перваго и втараго вертикальнаго рядовъ таблицы 
(1) ироизойдетъ только перестановка буквъ а жЪ безъ перемены по- 
рядка значковъ; поэтому во вс4хъ членахъ выраженхя . а^А1 эле- 
ментъ а^ замените» элементомъ Ь^ и вс4 члены переменять знаки; 
.следовательно, а^А^ перем4нится на — Ь^Д; также «г-^^ перейдетъ 
въ — Ъ^Б^, и т. д.; такимъ образомъ 

переменится на 

Также легко доказать, что опредтьлитель В перемгьнитъ свой 
знакь отъ перестановки двухъ горизонтальныхъ рядовъ; наприм4ръ, 
отъ перестановки перваго и втораго рядовъ выражеше 

В = а,А^-\-Ъ,В, + ...1^Ц 
переменится на 

— «2^2 — ^2 Д -' '=^ — В. 
Напримеръ, 



аоЪо 



■ а^)^ —^ Ъуа^ = — 0>1<^% — ^1^2) ^^^ — 



\а^ 



а^2 



Также легко поверить, что 



а^Ъ.с, 






Ь.а^с^ 






а^сА 






с,аА 


а^с^ 


= — 


Ъ,а^с, 


^=1 


а^сА 


= 


с,а,\ 


азЬзСв 




Ъ^а,с^ 




а^сА 




СгС^А 




аАс, 




аАсг 




аАс$ 




— 


аАс1 


= — 


«з^з^з 


= — 


аАсг 


. 






аАСг 






аАс^ 






а^Ъ 


Л 





I. Сомовъ. — Геометр1я. 



23 
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Если въ опредгьлитемь элементы одного вертикальнаю ряда сдгь- 
лаются соотвгыпственно^ равными элементамъ другаю ряда, или эле- , 
менты двуосъ горизонтальныосъ рядовъ сдгьлают^ся соотвгьтгственно 
равными, то опредгьлитель обратится въ нуль. 

Допустивъ первый случай, перестановимъ въ таблиц* (1) тЬ вер- 
тикальные ряды, въ которыхъ находятг'я равные элементы; отъ 
этого, по доказанному выше, определитель В иерейдетъ въ — 1>\ 
но съ другой стороны очевидно, что отъ этого не произойдетъ ни- 
какой перемены въ В\ следовательно, !) = — В или 22) = О и 
2) = 0. То же доказательство относится и ко второму случаю; на- 
прим'Ьръ, 

: ОхД, — а^а^ = О, 



"1^*1 



а^'^Су^ 
а^Ь^с^ 



- «3 (ЪхС, — Ъ,(\) + бз (Сх«1 — а^сд + Сз («х^! — \а^ = 0. 



По этому свойству определителя выражеше 
а^А^ + а^А^ + . . . +а^^ 

обратится въ нуль, если переменить букву а на одну изъ буквъ 
Ь, с, . . . ?, т.-е. 



с^А + с^А^ + . . . + СгпАт = о 
По той же причине 

М1 + ь,д + ... + гл = о 



(4) 



«т^! + ЪтВу + . . . + ХтЬг = О 



(5) 



Опредгьлитель обратится въ нуль, когда есть элементы одною 
горизонт^льнаго или вертикальнаю ряда будутъ нули, Напримеръ, 
если % = 0, Ь^ = О, ...?! = О, то 

2) = М1 + 61Д + . . ЛА = 0; 
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также если «1 = 0, «а = О, . . . а^ = О, то 

В = а^А^ + а,^, + . . . а^Ат - 



:0. 



Основываясь на доказанныхъ свойствахъ опред'Ьлителей, легко 
составить самыя обпця формулы для р-Ьшетя совокупныхъ уравне- 
Н1Й первой степени со столькими неизв'^^стными, сколько уравнен1й. 
Так1я уравнешя, называемыя часто линейными, можно представить 
подъ общимъ видомъ 



О'тХ + Ь^У + с^^ + . . . + 1т'^ = 2п 

гд-Ь х,у,0,...и суть неизв'Ьстныя. 

Составимъ изъ коэффиц1ентовъ опред']^литель порядка т: 



(6) 



2) = 



бГаЬ, . . . /, 



(^тК 



.^ 



И определители порядка т — 1: 

Ах, Ъуу Сл! . . . Х^, 

Ла, 2)2, С/, . . . 2/2» 



-^т» 2)да, С/да . . . 2^^5 

потомъ помножимъ уравнеше (6) соответственно на А^, -4„ . . . А^ 
и возьмемъ сумму произведед1й; отъ этого получимъ: 



(«1^1 + а,Л + ... + ада^да)а; + ' 

+(М1 + М2+...+ь«Л,)у+ 



' = «1^1 + а^А + •.. + ?тЛп (7) 



Всл4дств1е уравнен1й (4) зд^сь выражен1я въ скобкахъ, множимыя 
на у, 0, ... щ равны нулю. Выраженхе въ скобкахъ, м]^ожимое на х, 
есть определитель Д а вторая часть уравнен1я очевидно есть не 
что другое, какъ определитель 2), въ которомъ элементы а^а^ .., а^ 
соответственно заменены вторыми частями данныхъ уравнен1й: 

28* 
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9^1» ?г • • • ?т^ следовательно, последнее уравнеше приводится къ 
следующему: 



I аф^ ... /а 



откуда 



Также найдемъ 



У = 



^А • • • ^1 

ЗаЬ» • • • ^2 



«1^1 ... ?! 
«8^2 • • • ?2 

^т^т • • • ^т 



21*1 • . • ?1 

д,Ь, . . . /, 



ахЬх . . . ?1 

^2^2 . . . ^2 



а^Ьх . . . ?1 ! 

«262 • • • ?2 [ 

^т^^т • • • ^т I 



Вообще, чтобы получить выраженге какою-либо иеизвгьстнаЮу 
надобно составить опредгьлитель В изъ всгъхь коэффицгентовъ всгьхь 
нтзвгьстныхъ; онъ будетъ знаменателемъ искомаго вьграоюенгя; числи- 
тель же получимг, перемгьиивъ въ этомъ опредгьлителгь элементЫу 
озпачающге коэффицгенты искомаю неизвгьстнаю, на извгьстныя 
количествам находящгяся во вторыхъ частяхь уравненгй. 

Примеры: 

1) а,х 4- Ъ,у = д^, 

а^х 4- Ъ,у = ^2; 



или 



X 



иА I . I «1*1 1 _ дА — Ь,д^ 

дА I ' «2^2 I ^А — б1«2 ' 



«1^1 ! 

I I 

I «2^2 I 



I ^262 I ^1^« ~ ^1^« 



х:у\\ 



|9А 

132^2 






«2*2 
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щоо.'\- \у Л- с,^ = Ь^ 
а^х + Ъ^У + с^^ = «2» 
«8^ + ЬзУ + о^г = Зз; 

«1 (^2^3 Ьз^г) + «2 (Ьз^1 — ^З^х) + ^8 (^1^, С^)^) ' 



_ Ъ {с^аъ — ^2^8) +-^2 (^8^1 — о^з^О + ^ 3 (с^а^ — ^1^2) 

^1 (С2«^3 — «2^з) + &« (СЗ«1 «З^х) + ^3 (^'1«2 «1^«) ' 



_ ^^1 К^З — ЬгД^з) + ^2 («3^1 — М1^ + д^З {(^А — Ь,а^ 
^1 («2 К — Ьг^з) + ^2 («3^1 — МО + ^8 («1^' " Ъ^й^) ' 



Когда вторыя части данныхъ уравненШ, ^1, д, . . . ^п»? равны нулю, 
т.-е. когда уравнешя (6) берутъ видъ однородныхъ: 



ФгС^ 




аф^с^ 


аАс^ 


; 


аф^с^ 


ФьСг 




О^АСг 


«121^1 




аАсг 


а^^^,с^ 


* 


аА(^2 


ЗДз^з 




аф^с^ 


(^Аах 




а^с^ 


аАЧ2 


• 


аАс2 


«зЬзЗз 




аАсз 



а^х -\-'\у + . . . + ^^м = О 
а^а; + ЬзУ ^ . . . + \и = О 



(8) 



тогда по уравнешю (7) будемъ имЬть 1)д; == О, и также найдемъ 
2)у = О, 2);ег = О, . . . , 7)ге = 0. Посл-Ьднимъ уравнен1ямъ и вмЬ- 
ст4 уравнешямъ (8) можно удовлетворить, положивъ: ^г = 0, 2/ = О, 
;8г = О, . . . , г* = 0; другого р^шенхя быть не можетъ, если В не 
равенъ нулю. Следовательно, чтобы уравненхя (8) были совместны 
при такихъ величинахъ х,у,0^ . . . ,щ которыя не всЬ совокупно 
равны нулю, требуется условхе I) = 0. Оно представляетъ выводъ 
исключешя неизв4стныхъ изъ уравнешй (8). Наприм^ръ, выводъ 
исключен1я X и у изъ уравнен1Й 

а^х + Ъ^у = О, а^х + Ьзу = О 
есть а^)^ — Ъ^а^ = 0. Уравнешя 

а^х + «2У = О, Ъ^х + 6,2/ = О 
даютъ то же самое условное уравнен1е. 
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Выводъ исключешя х, у, г изъ уравцешй: 

а^х + \у + с^е = О, а^х + % + с,^ = О, а^х + % -|- ^«^ = ^ 
или изъ уравнен1Ё: 

а^х + а^у + а^0 = О, Ь^^г + ^У + М = О, с,х + с,у + с,^ = О 
есть 

«1 (Ьа^з — СА) + ^1 (^2«8 — «1^») + <^ («2*3 — Ьг^з) = 0. 

Когда I) = о, тогда 

а,А, + Ь^Д + с,(7, + . . . -Ь 1,Ц. = В = ] 
Кром4 того им4емъ уравнен1я (5): 

а^Л, + Ь,Д + с^Сх + . . . + г,А = О 



а«Л+ Ь^Д + Ст^! + . . . + г^д = О 



(9> 



Изъ сравнен1я этихъ уравнешй съ уравнен1ями (8) видно, что- 
можно удовлетворить П0СЛ'^1^ДНИМЪ, положивъ 

х — Л,, у = Б,, ^5? = (7„ . . . , и = ^1, 
или такъ же 

X = Ы1, у = ХД, ;? = ХСх,-. ..,!* = >Х1, (10) 

гд* X произвольное количество; потому что отъ подстановлен1я 
посл4днихъ величинъ въ уравнен1я (8) получимъ уравнешя (9)> 
умноженныя на X. Вместо (10) можно написать пропорц1и: 



Такъ же докажемъ, что 



X _ у 

л~ д 


= 


г 


и 


ь, что 








X __ у 
А, В, 


= 


С-- 


и 



Наприм^ръ, уравнев1ямъ 

а^х + Ъ^у = О, а^х + % = ^> 
при услов1и а^Ъ^ — 610, = О, можно удовлетворить, положивъ 
X =^ Щ и «/ = — \а^ или я: = — Ъ^Х и у = а!^. 
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Уравнешя 
а^х + \у + с^0 = О, а^х + \у + с^^ = О, а^х + ЬзУ + <^ъ^ = О, 

при УСЛ0В1И 

аф^с^ =0, 

удовлетворены величинами: 

д; = X (Ь^Сз — с^Ьз), у = X (с^аз — а^Сз), -ег = X {аф^ — Ъ^а^, 

и также величинами: 

х = \ (Ьз^! — 6361), у = X (сзй! — адС,), ^ = X {а^Ь^ — Ь^а^) 
X = }< (Ь^Сг — С^)2), у = X ((^хДа — а^с^), = Х {а^)^ — 62^1)- 

Раусмотримъ теперь дальн*йш1я свойства определителей. 

Опредгьлитель порядка т, въ которомъ 1-й элеменшъ есть еди- 
ница, а прете элементы первой строки или перваго столбца суть 
пулщ равенъ опредгьлителю порядка т — 1 , который получимъ, вы- 
бросивъ изъ даннаю опредпулцтеля первую строку и первый стол- 
бецъ, потому что при а = 1 , 61 = с, = . . . = ^^ = О выражеше 

1) = Ла + 5А + ... + ХЛ 
обращается въ Л^, точно такъ же, какъ и выра-жеяхе 
В = Л«1 + ^2б^2 + . • . + -4^а« 

при а^=^1, а2 = а^=^.. . = ат-^0, . 

Отсюда заключаемъ, что въ первомъ случай величина I) не зави- 
ситъ отъ а„ «3» • • • » ^т» такъ какъ эти элементы не входятъ въ 
А^', а во второмъ случай, по той же причини, опредйлитель I) не 
зависитъ отъ Ь^, ^х, . • - , /х. 

Отъ умпоженгя вспросъ элементовъ одной строки или одною 
спюлбца на одно и то же количество и опредп^литель умножится 
на это количество. 

Когда элементы одной строки получать произвольныя прира- 
щенгя, тю определитель получить приращенге, которое найдемъ, 
замп>нивъ въ данномь опредгьлителп» измп>нившгеся элементы ихъ 
приращенгями. 

Для доказательства этихъ двухъ теоремъ достаточно зам-Ьтить, 
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что величины А^, Вп, .- , Ь» (2) не заключают^ въ себЬ элемен- 
товъ п-ой строки «п, Ьп> • • • ) ^п- Поэтому 



^т» ^^ш) • • • > ^»» 

«1 &! . . . ?1 



= Л, .ра^ + Д, .^?Ь„ + . . . + Х« .р1п =р . 2> 



= (Лап + ... + ХЛ) + ип« + ... + ^пХ). 



Сумма первыхъ 1г членовъ посл^дняго выражен1я равна 2), а сумма 
остальныхъ членовъ есть опред-Ьлитель I), въ которомъ только на 
м'Ьсто элементовъ ^-ой строки подставлены ихъ приращешя, т.-е. 
11риращен1е опред-блителя Л: 



А2) = Л« + 5,р + ... + ^п^ 



а, [3, . . . , X 



'«'♦И» . ^'т 



ь« 



• • • 5 ^»Г 



Въ частномъ случа*, когда а=1?а^, ^=^6^^, .. . ,Хг=^/;^, гдЬ А 
не равно м, находимъ 

А2) — ^?(-4па* + БЛ + . . . + ^пг;^) = О, 

потому-что выражеше въ скобкахъ едть определитель, въ которомъ 
Л-я и п-я строки состоятъ изъ однихъ и т4хъ-же элементовъ. Сле- 
довательно, опредгьлитель не измгънится, если кь элементамъ одной 
строки приложить элементы другой, помноженные на одно и то оюе 
количество. 

Наприм'Ьръ, прибавивъ къ элементамъ 2-й и 3-й строкъ эле- 
менты первой, помноженные на — 1,. находимъ 



\х у 
\ху' 

1п п 
ху 



1 X 
Ох 
О х" 



. у 




X у —у 





X у" — у 





X — X у — у 
х" -^ X у' — у 
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т.-е. данный опред'Ьлитель 3-го порядка выражаетъ двойную пло- 
щадь треугольника, вершины котораго суть (ж, у), (х, у'), (ж", у") 
<ем. § 21). 

Разсмотримъ (УгЬдующее приложеше предыдущаго. Если плоскость 
Ах + Ву -{- Ог = В (а) 

проходить чрезъ три данныя точки Ж' (ж', у', /), М" (х\ у", г'), 
Ж" (х"', /', Л, то должно быть 

Ах' -\- Ву' -\- Сг' = В 
Ах" + Ву" + С/ = В 
Ах"' + Ву'" + Сг'" = В 



{си. § 97). Р^шивъ эти 3 уравнен1я относительно 
найдеыъ 

А:В:С:В:= 



\у'я 




X \г' 




ху' 1 


1у"/ 


: 


х'Хг" 


' 


х"у"\ 


12/"/" 




х" 1 г"' 




х- у"' 1 



А В 


<С 


В' В' 


В' 


иу'%' 




Ж'У;?" 


• 


X у г 





Поэтому уравнен1е плоскости (а) можетъ быть представлено подъ 

БИДОМЪ V 



1у'г' 




ж' 1/ 




х' у 1 




ж' у г' 


1у"/ 


х^ 


ж" 1 / 


У + 


х"у'\ 


г = 


х'у"г" 


\у"'1Г 


■ 


ж'" 1 /' 




х"'у"' 1 




х'-у-^ 



Это уравнеше должно быть тожественно съ уравнен1емъ 

X сов {Ьх) -\- у С08 {Ьу) -{- й С08 (8;2?) = 8, 

<§ 94), гд* 8 означаетъ перпендикуляръ, опущенный на плоскость 
(а) изъ начала координатъ; а для этого необходимо, чтобы 



1 /У 



=:1 X С08 (8л;), 



X \г, 

X 1 / 



= X С08 (8^/), 



X у \ 
х'у' 1 
X У I 



= X С08 (8^), 



X у г 

п » » 

X у г 

111 ш т 

X у г 



= Х8 



(Ь) 



Первое изъ этихъ выражешй представляетъ удвоенную площадь 
треугольника, начерченнаго на плоскости уОг, вершины котораго 
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суть (у', г'\ {у", л"), {у'\ г'")'^ треугольникъ этотъ есть проекщя 
на плоскости уОг треугольника Ж Ж" Ж'\ Поэтому, означивъ 
площадь посд-Ьдилго чрезъ Т, им^емъ 

Хсо8 (8л;) = ± 2Тсо8 (Г, уг)\ 
подобнымъ же образомъ найдемъ 

X С08 (8у) = ± 2 Тсо8 (Т, хг\ 

Хсо8 {^г) = 1±: 2Тсо8 (Г, ху). 
Изъ этихъ трехъ уравнешй выводимъ, взявъ сумму квадратовъ, 

Помноживъ это уравнеше на 8 и зам^нивъ Х8 его величинокк 
(Ь), им-Ьемь 

= =г 2Т. 8. (с) 



X у е 

х'у-^" 



X у е 

Но Т . - есть объемъ пирамиды, у которой основаше треугольникъ 

^ 1 

М' М" Ж\ а вершина въ начал* координатъ, и поэтому равняется — 

параллелепипеда, въ которомъ три смежныя ребра суть 0Ж\ 0Ж\ 
0Ж\ Поэтому, если изобразимъ чрезъ В, определитель (с), то =1= Д 
есть вырсиисеиге объема этого параллелепипеда. 

Если вершина пирамиды не находится въ начал*]^ координатъ» 
а въ точк-Ь М {х, у, й?), то объемъ параллелепипеда, построеннаго 
на 3 смежныхъ ребрахъ этой пирамиды, будетъ 

х — X у' — у 0' — г 
X — X у" — у г" — г 
х"'~х у"' — у а"' — г 

\х у г ' 

Ох — X у' — у г — 

1Р » п 

X — X у — у г — я 

Ох"'—х у'" — у ^"^а 

Когда ВС* четыре точки Ж, Ж\ Ж\ Ж" находятся въ одной 
плоскости, тогда объемъ пирамиды Ж Ж Ж' Ж" равенъ нулю,. 





\х у е 


-=^ 


\х'у'г' 
1 х'у'г' 




1 х'"у'У 



а поэтому и 



\х у г 
гх'у'г' 
1 х'У / 
1 ж"У V' 



= 0. 
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Если въ этомъ уравнеши разсматривать х^ у^ г какъ перем']^нныя, 
то оно представляетъ уравнеше плоскости (§ 97), 

Определитель называется симметрическимъ, когда его столбцы 
одинаковы съ соответственными строками. Отсюда слЬдуетъ, что 
элементъ строки г и столбца 5 равенъ элементу строки 5 и столбца г 
и что коэффициенты цри этихъ элементахъ. въ выраженш опреде- 
лителя также равны. Таковы определители уравнеши (.13) § 81 и 
уравнеши (7) § 91. 



ПРИБАВЛЕШЕ II 



(къ § 41) 



Выражен1е ординаты у = - Уа' — х*, выведенное изъ урав- 
нешя эллипса 



X 






можно построить следующимъ образомъ. На осяхъ эллипса Ох, Оу 
построимъ прямоугольный треугольникъ АОВ съ гипотенузою АВ. 
равною сумме полуосей а + Ь, такъ, чтобы АМ = а и МВ == Ъ\ 
ордината точки М будетъ требуемая величина у. Въ самомъ деле: 
начертивъ координаты точки Ж, будемъ 
иметь треугольники ^Ж^ и ^ВЖР, изъ 
которыхъ выводимъ: 



МВ : Ъ 
а отсюда 



А^ :а = Уа' — х':а, 



МВ = -Уа* — х' 
а 



У- 




.Фиг. 145 



Следовательно, если возьмемъ линейку, 
отложимъ на ней длины а и Ъ полу- 
осей эллипса, который желаемъ начертить, и поместимъ эту 
линейку въ угле, составляемомъ осями эллипса такъ, чтобы 
вонецъ А длины АМ равной а, находился на той оси, на которой 
должна лежать Ь, а конецъ В длины ВМ = Ь на другой оси, то 
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точка д-Ьденгл М будетъ на эллипсЬ. Такимъ образомъ можно 
обозначить сколько угодно точекъ эллипса и по нимъ' составить 
очерташе этой кривой. На этомъ построен1и точекъ эллипса осно- 
вано устройство инструмента, помощью когораго можно начертить 
эллипсъ непрерывнымъ движен1емъ. 

Можно такъ же определить точку эллипса сл^дующимъ образомъ: 
построимъ на осяхъ эллипса прямоугольный треугольникъ ЛОВ, 
у котораго гипотенуза АВ равна разности полуосей а — Ь и отло- 
жимъ на этой гипотенуз-Ь ВМ==^ Ъ или ЛМ=^ а; точка М будетт. 
на эллипс*. Въ самомъ д'Ьл'Ь: начертивъ координаты точки Ж", 
будемъ им^ть 

МР:МВ = Ад:АМ или МР:Ъ = Уа' — х' :а, 
а отсюда 



МР = -Уа' — х\ 

а 

Следовательно, если возьмемъ линейку, отложимъ на ней длины 
полуосей АМ и МВ, потомъ поместимъ линейку между осями 
эллипса такъ, чтобы конецъ А полуоси АМ лежалъ на Оу, а ко- 




Фиг. 146 




нецъ В полуоси ВМ на оси Ох^ то'М будетъ на эллипс*. На 
основати этого построен1я, можно по точкамъ или непрерывнымъ 
движен1емъ точки М начертить эллипсъ. 

Эти способы чертить эллипсъ вытекаютъ также изъ следующей 
общей теоремы: 

Если неизмгьняемая плоская фигура двигается въ неподвижной 
плоскости такъ, что двп> ея т^учки А я В чершятъ деть неподвиж- 
ныя пересп>кающгяся прямыя Ох и Оу, то всякая другая ея точка Ш 
описываетъ или эллипсъ, или прямую. 

Для доказательства выведемъ уравнен1е лин1и, описываемой 
точкою М {х, у), взявъ прямыя Ох и Оу за оси координатъ. 
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Пусть 

принимал точки -4 и В за начала двухъ посл*днихъ прямыхъ, по- 
ложимъ, что ОА' и ОВ' суть прямыя, соотв'Ь;гственно имъ парал- 
лельныя и въ одну сторону съ ними направленный. Пусть 

А'Ох = а, ВОу=^ и АОБ ^АМВ = т. 

Легко видеть, что мы всегда будемъ им-Ьты 

^ = а±т — % , (1) 

81П а = 1±= 1^ 8Ш 6, 8Ш 8 = ± - 8111 Ь. 

Ъ ^ а 

Изъ двухъ посл-Ьднихъ уравнен1Й выводимъ 

-^И^-^УЛ д{11 е _ з^д [5 _|_ д5п а = 2 8Ш \—^) С08 (— ^) у 

=^: ( - =р I ^ 81П е = 8т р — 8т а = 2 С08 (^ ^ "Г ) 81П у—7Г^) у 

. /"р — аЛ 
а отсюда, помноживъ 1-е уравнеше на 8т Г — - — I, а 2-е на 

{? — Л ^ . 

С08 I ^ — - — I и взявъ сумму квадратовъ 

а^ ^ Ъ' ' аЪ 8т* Ь 

или, по уравненш (1), 

-т + 1^ + 2 С08 (6 -1= «I) . -^ = .8^ . (2) 

а: V аЪ 8т 6 

Зд4сь квадратъ коэффищента при ху безъ учетвереннаго произве- 
дешя коэффищентовъ при х* и у* есть величина отрицательная 

^ [со8' (6 ± т) - 1]; 

следовательно, если 81п' (6 =1= т) не равенъ нулю, то уравнеше 
лринадлежитъ эллипсу. 

Въ случа* 81П (6 1±: т) = О, т. е. когда 6 + т = тг или 6 = т, 
уравнен1е (2) приводится къ 

^ У г. ^ \ У г. 

т = О или - + ^ = 0; 

а Ъ а о 
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следовательно, въ этомъ случа* точка М чертить прямую, прохо- 
дящую чрезъ начало координатъ О. Уравненхе -|- »* = ^ или 
в = т показываетъ, что окружность круга, описанная около тре- 
угольника ОАВ, проходитъ чрезъ точку Ж. Радхусъ этого круга 
есть постоянная величина, потому что круговой сегментъ ОАВ 
отр-Ьзанъ хордою АВ, имеющею постоянную длину и вм4щаётъ 
постоянный уголъ 0. Итакъ, при движеши точекъ ^. и Б по пря- 
мымъ Ох и Оу, всякая точка круга ОАВ чертитъ прямую, прохо- 
дящую чрезъ начало координатъ О. Пусть будетъ С центръ раз- 
сматриваемаго круга и положимъ, что М не находится на окруж- 
ности круга. Прямая МС перес^каетъ окружность круга въ точ- 
кахъ 2) и Д которыя будутъ чертить дв-Ь прямыя ОВ и ОЕ^ 
взаимно-перпендикулярння. Следовательно, эллипсъ, описываемый 
точкою Ж, можетъ быть произведенъ движен1емъ неизменяемой 
линейки ЖО, у которой определенная часть ВЕ движется въ 
прямомъ угле ВОЕу т.-е. по одному изъ способовъ, показанныхъ 
выше. Прямыя ОВ и ОЕ направлены по осямъ эллипса, а МВ я 
МЕ суть длины полуосей. 



ПРИБАВЛЕН1Е III 

(къ §§ 107 и 108) 

Если положимъ, что хорда (2) § 107, сопряженная съ дхаме- 
трального плоскостью (5), проходитъ чрезъ начало координатъ, то 
ея уравнен1я примутъ видъ 

х=^ ае, у = Ы, (а) 

и услов1я (7) перпендикулярности ея къ дхаметральной плоскости 
дадутъ уравнен1я: 

(!),А — 8)х + В"у + В'2 = ' 

В"х + {2А' —8)у+В2 = 0>, (6) 

В'х +Ву + (2^1" — 8)2 + ^ 

принадлежащ1я тремъ плоскостямъ, проходящимъ чрезъ начало коор- 
динатъ; следовательно, главная хорда (а) есть пересечеше трехъ 
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плоскостей. Уравненхе (9) § 107 есть услов1е, что плоскости (Ь) 
пересекаются по одной прямой. Оно есть выводъ исключенхя х, у, г 
изъ уравнен1я (Ь) и можетъ быть представлено подъ видомъ 

2А — 8, В\ В' 
Л= В\ ^А—8, В =0. (с) 

В\ Д 2А'—8 

Если означимъ чрезъ А^^ определитель 2-го порядка, служапцй 
коэффиц1ёнтомъ въ А при элемент* строки т и столбца п, то^ 
легко видеть, будемъ им-бть А^» = А^^. По свойству р4шен1я 
юднородныхъ линейныхъ уравненШ (приб. I), мы получимъ пропорцш 

. я: : у : ^ = А„1 : А«8 : А„з, 

которыя можно разсматривать какъ уравнеше хорды (а), и гд* 
для ш можно взять каждый изъ значковъ: 1, 2, 3; такъ что 



х\у\г 



Д31 • А31 



А,з 

Ааз 

А,, 



(й) 



Если три опред-Ьдителя Ац, А,^, Адз, не равны нулю, то и опре- 
делители А1,, А,8, А51 не равны нулю; потому что 



Ац* = Ац ^22, 



Агз' = ^22 Аз8, 



Азз Ац. 



{е) 



Если же определитель А^^ = о, то и А^1 = О, А^, = О, 
Л^з = 0. Положимъ напримеръ, Ац = О, тогда А^ = О, А^з = О 
и пропорцхи даютъ 



л? = О, у \ г 






22 • ^23 

Аз2 : А, 



33 



следовательно, въ этомъ случае хорда (а) есть прямая, лежащая 
въ плоскости уОг. Когда А^ = О и Аза = О, а А33 яеравенъ 
нулю, тогда гг = О, у = О, а в остается совершенно неопреде- 
ленною; следовательно, въ этомъ случае ось Ог есть главная хорда. 
Наконецъ, когда А^ = О, А„ = О, Адд = О, тогда все отно- 
шешя (й) берутъ неопределенный видъ. Легко видеть, что въ 
:этомъ случае 

{2 А — 8):В"\В' = В " : (2^' — 8):В = В':В: (2 А' — 5), (/") 
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отчего уравнен1я (6) становятся тождественными между собою^ 
такъ что Ху у, г должны удовлетворять одному только уравнен1н> 

{2А — 8)х '\-В"у + В'г = 
или 

В'В'х + В"Ву + ВВ'0 = 0; {д} 

слсЬдовательно, въ этомъ случа-Ь поверхность им'Ьетъ безчисленное 
множество главныхъ хордъ, которыя вс* лежать въ одрой пло- 
скости {д), Изъ пропорц1Й (/") выводимъ 

Легко вид'Ьть, что эта величина 5 обращаетъ. въ нуль не только А^ 
но и производную его по 5, 

^ = —{{2Л' — 8){2Л"—8) — В' + (2Л" — 8){2А — 8)—В' + 
+ {2 А - 5) (2А' - 8) - Б"') = - (Д,, + А„ + Азз); 

а потому эта величина 5 есть кратный корень уравнешя А = О. 
Обратно: всяк1й разъ, какъ 5 есть кратный корень уравнен1я А ::=^ О, 
мы будемъ им4ть пропорц1И (/"), и для 5 значен1Я (й). Въ самомъ 

д-Ьл-Ь: чтобы 5 былъ кратный корень, должно быть ■^- = О, т. е. 

Ап + А,. + Азз =- 0; 
а это вм'Ьст'Ь съ уравнен1емъ (е) даетъ 

А^, + А^, + А^з = о, А»., + а^. + а',з = о, 

А\, + А'з. + А^зз = 0: 
следовательно, 

А,, = 0, А,, = 0, Азз = 0, 

что ведетъ къ формуламъ (/*) и (А). Этотъ случай неопред^леннага 
направлен1я главной хорды очевидно можетъ встретиться тогда 
только, когда поверхность есть одна изъ поверхностей вращен1я^ 
Впрочемъ это подтвердится ниже. 

ЕЬли означимъ чрезъ ср (а?, у, г) совокупность членовъ 2-й сте- 
пени въ уравнеши поверхности 

Ах^+Ау*+А'^!'^Вуг+Вгх-\'В'ху+Сх+С'у+С"^'\-В = О, (1) 
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то можемъ написать уравнеше (Ъ) подъ видомъ 

^^=1' ^=^' ''=т,' ^*> 

Означивъ чрезъ в другой корень уравнешя Д = О и чрезъ х\ у\ У 
соотв^тственныя значеяхя а?, у, г^ мы будемъ им-Ьтб 

.'х'-^ з'у'-^ «У--^ Ш 

5^-^^,, ^У-^.^ ^^-^у ^^^ 

Изъ уравнешй (г) и (2;) выводимъ 

(5 — У) [ХХ + уу 4- ;г;2^0 = 
ЙФ , , ЙФ / , (?Ф , ^Ф дер Йср ^ ' 

дд; ' ф^ ' ()^ йгс ду ^ дг 

Легко удостовериться, /ЧТО 2-я часть этого уравнешя тожественно 
равна нулю; следовательно, когда ^ не равно 8\ тогда 

осх + уу + 0& = 0. (О 

А это показываетъ, что главныя хорды, соотв4тствующ1Я двумъ не- 
равнымъ корняиъ уравнешя А = О, взаимно-перпендикулярны. 

Уравненхе (?) можетъ послужить для доказательства, что уравне- 
ше А =^ О не можетъ им^ть мнимыхъ корней. Боложимъ, что 5 и 
5' суть мнимые сопряженные корни; тогда значения А^п» имъ со- 
ответствуюпця, суть также сопряженныя. Пусть будетъ 

Ащ! = «1 + %г, А,„, = а, + %г, ^^^ = «8 + Рз^ ДЛЯ корня 5 
и А^, = «1 + р1^> Д«> = «2 + Р»^ А«« = «8 + Ре*' ДЛЯ корня 8\ 
то по уравнен1Ю (?), принявъ во вниман1е пропорцш (Й)> подучимъ 

«1* + Рх' + «,' + Р,' + «з' + %' = О, 

что невозможно, такъ какъ эта сумма состоитъ только изъ поло- 
жительныхъ членовъ. Итакъ, вс4 корни уравнен1я А = О веще- 
ственны, что уже мы видели при изсл'Ьдован1И поверхностей 2-го 
порядка. Если между ними н^тъ равныхъ, то поверхность им4етъ 
три опред4ленныхъ главныхъ хорды, взаимно-перпендикулярныхъ. 
Въ зам-Ьчанш на стр. 238 мы доказали, что, если / (а?, уу ^) = О 
есть уравнен1е поверхности 2-го порядка, то 

I. Сомовъ. -Геомвтр1я. 24 
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есть уравнев1е д1анетрадьной плоскости, сопряженной съ хордою 

Для д1аметральной плоскости, сопряженной съ осью 00, должно по- 



ложить а = О, Ь = 0; отчего уравнеше (т) приведется къ 
также найдемъ, что уравненхя 



де 



0; 



0. ? = о 



юпред^ляютъ д1анетрадьныя плоскости, сопряженныя съ осями 
координатъ Ох, Оу. ЛересЬчеюе этихъ трехъ плоскостей находится 
въ центр* поверхности, потому что это пересЬчеше есть средина 
трехъ хордъ. Следовательно, координаты центра, которыя означимъ 
чрезъ а, р.-у, определяются тремя уравнешями: 






^- 



ду 



= Б'а + Вр + 2Л"-{ + С = О 



(и) 



л будутъ иметь конечвыя определенный значешя въ такомъ только 
■случае, когда определитель 



К = 



2Л В' В' 
В" 2А' В 
В В 2А' 



на равенъ нулю. Означивъ чрезъ К^^ коэффицгентъ выражен1я К 
при элементе, находящемся въ строке т и столбце п, мы буденъ 
яметь для координатъ центра обпця выражен1я: 

« = - ;^ (СЖ„ + СХ,. + С К,,) 

? = - 4 (с^> + с"^. + с к,,) 



' = ~ ^ ^^^" + ^'^" + ^"■^"^- 
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Перенеся начало координатъ въ центръ, иы приведекъ уравне- 
Н1е поверхности 2-го норядЕа къ виду 

с? (ж, у, г) + ^ (а, р, у) = О, (г>> 

гд-Ё (р (ж, у, е) есть совокупность чденовъ 2-й степени въ уравне- 
ши /■ (ж, г/, г) = 0. Что же касается до /" (а, р, 7), то 

/•(«,р,т) = 

= 2^«+2^Р+2^-^+2^"+2^Р+2^^ + ^ 

= I с« + 1 С? -]- 1 С"т + Д 

е\4- ЛР /-!■/* » 

потому ЧТО ~ =^ О, -^ = О, -^ ии О, вслЬдствхе уравнения (м). 
Означивъ /^ (а, |5, 7) чрезъ ^, пояучимъ вм-Ьсто (р) уравнеше 

Определитель К есть посл-Ьдв!!! членъ въ уравненш А = О, т.-е. 
членъ, не содержапцй 5; потому что при 5 = получимъ Л = ЛГ. 
Когда поверхность им1»етъ центръ, тогда К не равенъ нулю, и 
уравнен1е А = О не можетъ им4ть корней, равныхъ нулю. Въ 
этомъ случа* корни уравнешя А = О находятся въ простой зави- 
симости отъ полуосей поверхности. Помноживъ уравнеше ({) со- 
ответственно на X, у, 2 ти взявъ сумму произведешй, получимъ 

Положимъ, что точка {х, у, г) принадлежитъ пересЬчеюю, главной 
хорды (а), проведенной чрезъ начало координатъ, съ поверхностью; 
тогда л;, у, удовлетворяютъ уравнешю (д), помопЦ)Ю котораго 
уравнеше (г) приводится къ следующему: 

5(л;^ + У* + /) + 2(3 = 
или 

5Г» + 2(2 = о, (5) 

если положить 

^' + 2/' + ^' = ^'• 

Означая чрезъ «1, ^2, «з '^Щ корня уравнен1я А =:= О, определвмъ^ 

24* 
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по вышеизложенному, нанравдвн1я соотвЪтственныхъ главныхъ 
хордъ, и возьмемъ эти хорды за оси координатъ Од?, Оу, О0; тогда 
уравнеше поверхности приметь видъ 

Положивъ у = О, ^ = о, получимъ Рд:* -|- ^ = 0; н6 по уравнению 
(8) им4емъ 51ГГ* + 2^ = О, слЬдовательно, 2Р = 8^; такъ же дока- 
жется, что 2Р' = 5„ 2Р* = «з; следовательно, вмЬсто уравнен1я 
(О будемъ им-бть 

8г^ + 5.У' + ^8^ + 2(2 = 0. (И) 

Изъ этого видно, что если три корня уравнен1я Д = О положи- 
тельпые, или вс4 три отрицательные, то уравнеше (О принадле- 
житъ: или эллипсоиду, или точк^, или мнимому м^сту. Въ случа'Ь 
двухъ положительныхъ корней и одного отрицательнаго, или двухъ 
отрицательныхъ и одного положительнаго, уравнеше ({) принадле- 
житъ: или гиперболоиду о двухъ полахъ, или гиперболоиду объ 
одной пол4, или конусу. 



Модули выражешй: 




V-?' V 



-2С. 



суть длины полуосей поверхности. Въ случай двухъ равныхъ корней 
уравнешя Д = О дв* полуоси равны и, следовательно, тогда полу- 
чается поверхность вращешя. А когда всЪ три корня равны и 
знакъ ихъ противоположенъ знаку ^^ тогда поверхность есть 
шаръ. 

Въ случай ^К^ = О выражен1я а, р, у, становятся безконечными 
или неопределенными; тогда уравнеше Д = О имйетъ, по крайней 
мире, одинъ корень, равный нулю. Для этого корня имйемь 
Ь^тп = ^тп И уравневая соответственной хорды (й) берутъ видъ 



х:у:0 = 



Ко. : Км : Ко. 



(«) 



при этомъ могутъ представиться те же случаи, которые предста- 
вляются вообще въ уравнвн1и (с2). 
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Если коэффиц1енты С, С, С" въ уравненш ({х, у, ^) = О при 
первыхъ степеняхъ х^ у, я удовлетворяютъ условхямъ: 

СЛГ„ + С К,, + СХз = О, СК,, + (7'^, + Сг.з = О, 

то а, р, 7 берутъ неопредйлеввый видъ; тогда уравнеше ^{х, у,:^) = 
принадлежитъ геометрическому м-Ьсту, имеющему безчисленное 
множество центровъ; и между прочимъ цилиндру или двумъ парал- 
лельнымъ плоскостймъ. Если же посл'Ьдн1Я уравнен1я не удовлетво- 
рены, то, по крайней м'Ьр*, одна изъ величинъ а, р, у безконечна. 
Въ такомъ случа* поверхность не им4етъ центра. Главная Д1аме- 
тральная плоскость, соответствующая корню 5 = 0, безконечно уда- 
лена отъ начала координатъ, что легко доказать сл-Ьдугощимъ обра- 
зомъ. Уравненхе д1аметральной плоскости (5) § 107, вследствие 
уравнензя (7) или уравнен1Я (Ь), беретъ видъ 

8х^ + 8уг\ + 5^С + Сх + Су + С^ = О, ■ 

где 5, т), с координаты какой-нибудь точки плоскости, 2^ х^ у, г 
координаты одной изъ точекъ хорды (а). Положимъ, что он4 при- 
надлежатъ точк*, находящейся на разстоянш единицы отъ начала 
координатъ; тогда 

^^{Сх + С'у-^Св) (ьо) 

8 

будетъ разстояше плоскости отъ начала координатъ. Когда 5 = 0, 
а уравнен1'я (г;) не удовлетворены, то Сх + Су + С" г не. равно 
нулю, а потону выражен1е (ег) становится безконечныиъ. Разд^- 
ливъ уравненхе А = на 5, получимъ уравнеше 2-й степени, 
корни котораго «1 •и 5, опред'Ьляютъ направленхя двухъ другихъ 
главныхъ хордъ, и если эти корни не равны нулю, то соответ- 
ственный д1аметральныя плоскости будутъ на конечномъ разстоян1и 
отъ начала координатъ. 
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